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Kapitel 1

Differentiation

1.1 Skalar- und Vektorfelder

1.1.1 Skalarfeld

Ein Skalarfeld
P~ U(P)

ordnet jedem Punkt P des Definitionsbereiches D eine reelle Zahl U zu. Alternative Schreib-
weisen sind

U="Uxy,z) =U(M),

wobei (z,y, z) die Koordinaten und 7 der Ortsvektor von P sind.
Zur Visualisierung konnen die Niveaumengen

U(x,y,z) = const

verwendet werden, und fiir ebene Skalarfelder auch der Graph

z=U(z,y), (z,y)€D.
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Die linke Abbildung zeigt den Graphen der Funktion

10 si
z=U(z,y) = smr7 r=+\x?+y2%.

r

11



12 KAPITEL 1. DIFFERENTIATION

In der rechten Abbildung ist die Funktion U(z,y, z) = zexp(—(z? + y* + 2?)) durch farbliche
Kennzeichnung ihrer Werte auf den Ebenen z = 5,2 = 15,2 = 21,y = 21,2 = 1 und z = 10
dargestellt.

Beispiel:

>> [X,Y]=meshgrid(-2:.1:2,-1:.1:1);
>> Z=X.xexp(-X. 2-Y."2);

>> mesh(X,Y,Z);

>> surf(X,Y,Z2);

-1 2



1.1. SKALAR- UND VEKTORFELDER 13

Beispiel:

>> [X,Y,Z]=meshgrid(-1:.05:1);
>> V=sqrt(X. 2+Y.72+Z.72);

>> slice(X,Y,Z,V,0,0,0)

>> colormap (hsv)

>> V(V>1)=NaN;

>> colormap(jet);

>> contourslice(X,Y,Z,V,0,0,[]1)
>> view(3)

1.1.2 Vektorfunktion
Eine Vektorfunktion

t— d(t) = a,(t)é + ay(t)e, + a.(t)e,

ordnet einer skalaren Variablen ¢ einen Vektor d(t) zu. Die Komponenten in kartesischen Ko-
ordinaten werden mit a,, a,, a. bezeichnet.
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1.1.3 Vektorfeld

Ein Vektorfeld
P— F (P )

ordnet einem Punkt P des Definitionsbereichs D einen Vektor F' zu. Alternative Schreibweisen
sind
F = F(z,y.2) = F(7),
wobei (z,y, z) die Koordinaten und 7 der Ortsvektor von P sind.
Die Komponenten von F beziiglich eines kartesichen Koordinatensystems werden mit
(Fy, Fy, F,) bezeichnet:
F = F,&, + F,é, + F.¢..

Zur Visualisierung konnen Richtungsfelder oder Feldlinien verwendet werden.
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Bei einem Richtungsfeld werden die Vektoren F (P) mit dem Punkt P in Form von Pfeilen P —

P + F assoziiert. Feldlinien sind Kurven, die in jedem Punkt tangential zu dem Richtungsfeld
sind.

1.1.4 Visualisierung von Vektorfeldern mit MATLAB
Mit dem folgenden Programm kann das Vektorfeld, das der Ableitung der Funktion

[z, y) = exp(—2® — )

entspricht, visualisiert werden:

% X- und Y-Intervalle angeben

IX = linspace(-2,2,40);

IY = linspace(-1,1,20);

% Definitionbereich in ein Netz unterteilen
[X,Y] = meshgrid(IX,IY);
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% Funktion an den Stellen auswerten
F =X.%x exp(-X."2 - Y."2);

% Vektorfeld der Ableitung berechnen
[DX,DY] = gradient(F,.2,.2);

/» und ausgeben

quiver (X,Y,DX,DY);

Erzeugte Grafik:
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1.1.5 Vektorfelder in Polarkoordinaten

Beziiglich der auf den Punkt
(x,y) = (rcos g, rsingp)

bezogenen orthonormalen Basis
672((;-0890), ap:(—smgp)
sin Cos

—

F(x,y) = F,e, + F,e,

besitzt das Vektorfeld

die Darstellung
F.e,. + F,ée,

mit

|
I
ES11
o
gij
I
ES11
&
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J

1.1.6 Quellen und Wirbel
Das Vektorfeld einer typischen Quelle hat die Form

~ \ 7 s
N \Nf/ P
-~ \ / -
\\\\W///,
S~ —
S A T T
. /xx\ N

Fiir das abgebildete Beispiel ist f(r) = 1/r, d.h.

1 x
7 COsy 2242

ﬁ(r,gp) = =

1 Y
- sinp g
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Entsprechend hat das Vektorfeld eines typischen Wirbels die Form

—

F(r,p) = f(r)é,.

_ RN
R
/ N
e . '\
\

\ S. - /
NN ; /
\ a7
./
N\ ~
- 7

Fiir das abgebildete Beispiel ist
= [ —rsing \ [ —y
F(T’(’O)_( rcosgo)_( x) '

1.1.7 Vektorfelder in Zylinderkoordinaten

Beziiglich der auf den Punkt

(z,y,2) = (0cos p, psin g, z)

bezogenen orthonormalen Basis

Cos ¢ —sinp
Co=| sinp |, €,= cose |, €, =
0 0

besitzt das Vektorfeld

—

F(z,y,z2) = Fye, + Fye, + F.e,

die Darstellung
ﬁ(g, ©,2) = F,e,+ Foe, + F.e,

mit

17
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- z-Achse

|
iz

)
©

x-Achse y-Achse

1.1.8 Umrechnung zwischen kartesischen und Zylinderkoordinaten

Das Vektorfeld
x—yz
Flz,y,z)=| y+az
z

besitzt in Zylinderkoordinaten die Darstellung
0COSp — pSInp 2

F(o.p,2) = | osinp+ocospz | = o€, + 0z€, + 2. .
z

Dies ist unmittelbar aus der Definition der Basisvektoren ersichtlich. Verwendet man die allge-
meine Formel, so folgt ebenfalls

0COSY — psiny 2 cos
F,= 1| osinp+opcospz | -| singp | =p,
z 0

sowie [, = F. €, = pz. Die z-Komponente bleibt unveridndert.
Das Vektorfeld o€, + €, + €, besitzt in kartesischen Koordinaten die Darstellung

_ Y

. T
QCOS Y — SMmM Y \/ 2 +y2

xT

Qsingol—i—cos<p = y+\/w
1

die man durch Einsetzen der Koordinaten der Basisvektoren gewinnt.

1.1.9 Vektorfelder in Kugelkoordinaten
Beziiglich der auf den Punkt

(x,y,2) = (rcos@sind, rsin psind, r cos )
bezogenen orthonormalen Basis

cos @ sin ¢ Ccos  cos ¥ —sinp

e = | sinpsind |, € = | sinpcos?d |, eé,= cos
cos v —sind 0
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besitzt das Vektorfeld

F(z,y,z) = F,€, + F e, + F.e,

die Darstellung

—

F(r,9,¢) = F.€, + Fygéy + F, e,
mit

F,=F-¢, Fy=F-&, F,=F-é,.

z-Achse

x-Achse y-Achse

1.1.10 Umrechnung zwischen kartesischen und Kugelkoordinaten

Das Vektorfeld
x—yz
Flz,y,z)=| y+az
z

besitzt in Kugelkoordinaten die Darstellung:

rcos @ siny — rsin g sin ¥ r cos ¥
F(r,9,p) = | rsinpsind +rcospsindrcosd | =ré, +r*cosdsinve, .
rcosv

Dies ist unmittelbar aus der Definition der Basisvektoren ersichtlich.
Das Vektorfeld rey + €, besitzt in kartesischen Koordinaten die Darstellung

7 cos p cos ¥ — sin 1 zr —y
rsinpcost +cosp | = ——— 2y +x ,

—rsind vVt +y? —(2? +?)

die man durch Einsetzen der Koordinaten der Basisvektoren gewinnt.

19



20 KAPITEL 1. DIFFERENTIATION

1.2 Differentialoperatoren

1.2.1 Gradient eines Skalarfeldes
Der Gradient eines Skalarfeldes U(x,y, z) wird durch

o0,U
gradU = | o,U
0.U

definiert. Er ist invariant unter orthogonalen Koordinatentransformationen und gibt die Rich-
tung des stidrksten Anstiegs des Skalarfeldes an.

Beweis:

Der Gradient stimmt bis auf Transposition mit der Jacobi-Matrix iiberein:
gradU = (JU)".

Bei einer orthogonalen Koordinatentransformation

13 x
n|1=Qly |, VEn{=Uxyz2)
¢ z

folgt somit aus der Kettenregel
JV)Q=JU < gradV =QgradU ,

was mit der der Transformationsformel fiir Vektoren tibereinstimmt.

1.2.2 Gradient eines Vektorfeldes
Der Vektorgradient eines Feldes F (z,y, ) ist die Jacobi-Matrix der Abbildung 7+ ﬁ(F):

B 0. F, 0,F, 0.F,
grad F'= | 0,F, O0,F, 0.F, |,
0. F, 0,F, O0,F,

d. h. die Zeilen von grad F entsprechen den Gradienten der Feld-Komponenten Fy, Fy, F..

1.2.3 Divergenz

Die Divergenz eines Vektorfeldes

—

F(z,y, z) = F,€, + Fy€, + F.€,.

wird durch
div F' = 0,F, + 0,F, + 0, F,

definiert. Sie ist invariant unter orthogonalen Koordinatentransformationen und entspricht phy-
sikalisch der Quelldichte des Vektorfeldes.
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Beweis:

Die Divergenz lifit sich auch als Spur der Jacobi-Matrix der Abbildung 7 — F(7) schreiben:
div F = Spur JF .

Bei einer orthogonalen Koordinatentransformation

3 2 . .
n :Q Yy ) G(f,U,C)IF(JI,y,Z)
¢ z

folgt somit aus der Kettenregel . .

(JG)Q=Q(JF).
Die Jacobi-Matrizen gehen also durch eine Ahnlichkeitstransformation auseinander hervor. Die
Spur als Summe der Eigenwerte bleibt damit invariant.

Beispiel:

Zar Illustration wird die Divergenz zweier typischer Felder berechnet.
Fiir das zentrale Kraftfeld

ist .
div F(z,y,z) =1+1+1=3.

Fiir eine wirbelférmige Stromung

ist .
div F(z,y,2z) =0.
1.2.4 Rotation

Die Rotation eines Vektorfeldes

—

F(x,y,2) = F,e, + F e, + F.e, .

wird durch
B O F, — 0.F,
l"OtF: aze_amFZ
OpFy — Oy F;

definiert. Sie ist invariant unter orthogonalen Koordinatentransformationen und entspricht phy-
sikalisch der Wirbeldichte des Vektorfeldes.
Benutzt man die Indexschreibweise ;
F=Y Fa.
i=1
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so 1afit sich die Rotation mit Hilfe des e-Tensors in der Form
3
rot F ) = €10 1
< ; ;1 4,7,k k
-]7 =

schreiben. Diese Definition ist unter anderem bei der Manipulation von Summen vorteilhaft.
Fiir ebene Vektorfelder F(z,y) setzt man

rot F = O0pFy — Oy F;

was man leicht nachvollziehen kann, wenn man eine zusétzliche dritte Komponente F, = 0
einfiihrt und die Rotation in R? wie oben berechnet.

Beweis:

Die Rotation liBt sich auch mit Hilfe der Jacobi-Matrix der Abbildung 7+ F(7) ausdriicken.
Fiir einen beliebigen Vektor a gilt

(rot F) x @ = (Jﬁ— (Jﬁ)t) a,

wie man unmittelbar nachrechnen kann. Bei einer orthogonalen Koordinatentransformation

3 T . 4
n :Q Yy ) G(faﬁa():F(%?/az)
¢ z

mit det Q = 1 folgt aus der Kettenregel (JG)Q = Q(J F) und somit
(rot F) x @ = (J F-Q ﬁ)t) i= (Qt(J G-Q é)t)@) i
— Q((x0t G) x (Qd)) = (Q'rot G) x @
Die Rotation transformiert sich also in der gleichen Weise wie das Vektorfeld,
rot G = Q@ rot F ,

héngt also nicht von der Wahl der Koordinaten ab.

Beispiel:

Zur Illustration wird die Rotation zweier typischer Felder berechnet.
Fiir das zentrale Kraftfeld

x
ﬁ(x,y,z): y | =re,,
z
ist
0
rot F = 0
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Fiir eine wirbelférmige Stromung

-y
ﬁ(x,y,z): r | = o€,
0
ist
0—-0 0
rotF=| 0-0 | =10
1+1 2

1.2.5 Laplace-Operator
Fiir ein Skalarfeld U bezeichnet

*U  9*U  9*U
_'_

AU = div(gradU) = 527 + a2 022

den Laplace-Operator. Wie Divergenz und Gradient ist A invariant unter orthogonalen Koor-
dinatentransformationen.

1.2.6 Rechenregeln fiir Differentialoperatoren erster Ordnung

Im folgenden seien F , G riaumliche Vektorfelder und U , V rédumliche Skalarfelder.
Fiir die Hintereinanderschaltung von Gradient, Divergenz und Rotation gilt

1.

rot(grad U) = 0
2.

div(rot ') =0
3.

rot(rot F) = grad(div F') — AF,

dabei ist der Laplace-Operator einer vektorwertigen Funktion komponentenweise zu interpre-
tieren, d. h.
AF = AF,e, + AF, e, + AF.e, .

Fiir die Differentiation von Produkten gilt

4.
grad(UV) = UgradV 4+ V grad U
5. o o o
grad(F - G) = (grad F)'G + (grad G)'F
6. B L
div(UF) = Udiv F + F - grad U
7.



24 KAPITEL 1. DIFFERENTIATION

rot(UF) = Urot F — F x grad U .
Die Gleichungen 1, 4, 5, 6 und 8 gelten auch fiir ebene Felder, wenn man die Definitionen

rot ( ?x ) =0, F, — 0, F,, ax b= azby, — a,b,

Y

verwendet.

Beweis:

Der Beweis erfolgt durch einfaches Nachrechnen.
Exemplarisch werden nur einige der Identitéiten betrachtet.

5. Der Gradient von
F,G, + F,G, + F.G,

ist die Summe der Gradienten der einzelnen Summanden. Mit der Formel 4 erhilt man
beispielsweise

grad (F,G,) = F,grad G, + G, grad F, .

Addiert man die entsprechenden Ausdriicke fiir die y- und z-Komponente und
beriticksichtigt, dass

At
(grad H) = (grad H,, grad H,, grad H,)

so folgt die behauptete Identitét.

div(UF) = 8,(UF,) + 8,(UF,) + 0,(UF,)
=U0,F, +U0,F,+ UO,F, + F,0,U + F,0,U + F,0,U
= Udivﬁ+ﬁtgradU.
8. Die z-Komponente von rot(UF) ist

0y(UF,) — 0,(UF,) = (0,U)F, — (0,U)F, + U0,F, — U0, F,,

was der z-Komponente von U rot F + (grad U) x F entspricht. Durch zyklische Vertau-
schung der Variablen folgt die behauptete Identitét.
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Beispiel:
1. Fiir
. -y
U=z F= x
1
ist

-y
rot(UF)=Urot FF'— F x gradU = zrot | = | —
1
0—0 _y 0
=z| 0—-0 | — T X 0 =
1+1 1 1
2. Fiir
Tz
F=| %
2%y
ist
B 22 -0 2y
rot(rot F) =rot | 22—-0 | = [ 2z
y?—0 2z

Alternativ ist

grad(div F) — AF = grad(2zz + 2yz + 22y) —

2z + 2y 2z
=| 2z+2z | — | 22
2y + 2z 2y

1.2.7 Aufgaben

Aufgabe 1.2.1:
Berechnen Sie die Rotation und Divergenz der Vektorfelder

F=r*% und G=rCxr
fir a e R, ce R und r =|7].

1.2.8 Interaktive Aufgaben

Interaktive Aufgabe 1.2.1:

—

25
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Berechnen Sie fiir
0

Y=, f: 0
x

NI

die Ausdriicke
div(ef), rot(pf), rot(grade), div(grade).

Losung:
. 0
div(¢f) = keine Angabe O, 00, 00, 2% O ——g : -1 1O,
z z
0
. 0
rot(pf) = keine Angabe O, 0, 00, 2% O ——g : -1 | O,
z z
0
. 0
rot(grad ¢) = keine Angabe O, 0, 00, 2% O ——‘;J , -1 10,
z z
0
. 0
div(grad ¢) = keine Angabe O, 00, 00O, 2% O __12g , -1 | O,
z z
0

1.3 Koordinatentransformation

1.3.1 Transformation von Differentialoperatoren

x/z
—y/z

x/z
—y/z

x/z
—y/z

x/z
—y/z

Fiir eine lokal orthogonale Koordinatentransformation (z,y,z) < (£,1,() mit den orthonor-

malen Basisvektoren

1 Ocw 1 Oy 1 Ocx
€= gﬁy , €y = 3 gny , €= 5 gd/
32 n< (€

transformieren sich die elementaren Differentialoperatoren fiir raumliche Skalarfelder
Ulz,y,2) = V(& n,C)
und Vektorfelder
F(a,y,2) = Fué, + F,&, + F.&, = Veée + 0,6, + Veée = U(E,n,C)
gemaf

1 1 1
gradU = —0:Ve; + —0,Ve, + —0: Ve,
Q& 3 ﬁn n ”YC ¢

R 1
div F = o (0e(ByWe) + Oy(valy) + Oc(aBY¢))
1

rot F = 5% (On(y¥¢) = O (BEy)) € + % (Oc(a¥e) = Oe(vV¢)) €y + — (Oe(v¥y) — Oy(aWe)) e .

af

Insbesondere folgt, daB fiir « = § = v = 1 alle elementaren Differentialoperatoren unveréndert

bleiben.
Fiir den Laplace-Operator erhélt man

1
AU =2 (ag (%a@p) +0, (%&7\1/) + 0, (Ofy—ﬁacxp)) .
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1.3.2 Differentialoperatoren in Zylinderkoordinaten

Fiir Zylinderkoordinaten
T =opcosp, Yy=psinp, z=2z

gilt fiir rdumliche Skalarfelder
U(I’, Y, Z) = \I’(Qa 2 Z)

und Vektorfelder
F.e, + Fyey + F.e. =V, + Ve, + Ve,

fiir die Differentialoperatoren
grad U = 0,Ve, + %Qa\llé:p + 0,Ve,
AU = %ag(gagxp) + éa@m + 020
div F = %ag(g\pg) + éa@qf@ +0.0,

. 1 1
rot F' = (EQD\PZ — 8Z\I&p) €+ (0,V, — 0,V,) €, + . (0,(0V,) — 0,0, €, .

Beweis:

Die Formeln folgen unmittelbar durch Spezialisierung der allgemeinen Transformationsregeln.
Es gilt

1 0, COs ¢
€p = - Oy | =1\ sing |,
0,2 0
) 1 O, 1 o sin ¢
€p = 3 0oy | =— 0COS ,
Oy e 0
1 0,x 0
gZ = — azy == ]_ 0 3
v 0,z 1

dha=18=pv=1.
Somit ist beispielsweise

1

1
grad U = 589\1159 + 3

1 1
0,VE, + ~0,Vé. = 0,VE, + —0,V¢E, + 0,VE, |
2 0

1.3.3 Axialsymmetrische Skalarfelder und Vektorfelder
Fiir das axialsymmetrische Skalarfeld U(z,y, z) = ¢ <\/£C2 + y2> = (p) ist
gradU = ¢'e,

und
AU — 'l//l + Qflwl'
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Speziell erhélt man fir U(z,y, z) = 0°

x
gradU = 50" 718, = s(a® +¢*)* 7 | y
0
und
AU = s%p°72.
Die Divergenz des quellenférmigen Feldes
ﬁ([lf,y, Z) = ¢(Q)€Q
ist
divF = '+ o7 ',
Speziell erhélt man fiir ﬁ(a:, y,z) = 0°¢,
divF = (s +1)o° ",
Fiir s = —1 ist das Feld bis auf die Singularitdt im Ursprung divergenzfrei.
Die Rotation des wirbelférmigen Feldes
F<x7y7 Z) = w(g>é)§0
ist
B 0
rot F' = 0
(U Y
Speziell erhélt man fiir ﬁ(a:, y,z) = 0°€,
. 0
rot F' = 0
(s+1)p* !
Fiir s = —1 ist das Feld bis auf die Singularitdt im Ursprung rotationsfrei.

1.3.4 Differentialoperatoren in Kugelkoordinaten

Fiir Kugelkoordinaten
xr=rcospsiny, y=rsinpsind, z=rcosv

gilt fiir rdumliche Skalarfelder
Ulz,y,z) =¥(r,v,¢)

und Vektorfelder
Fye, + Fye, + F.e, = Ve, + Wyey + Ve,
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fiir die Differentialoperatoren

gradU = 0,V¥e, + 819\1/619+ o 198 Ve,
1
AU = =9, (r?0,7) + U —— in Y0y U
v 7“28 (r0.0) + 72 sin? 198‘P 72 sinz9819 (sin 90y)
o= 1 1
div F = ﬁar (TQ\I/T) + m@www + 819 (SlIl 19\1119)
= 1 : S
rot F' = g (Op(sinIVW,) — 0, Vy) €.
1 . — 1 —
+ — s (0,¥, —sin¥0,(rV,)) ey + . (0, (r¥y) — 09 ¥,) €,

Beweis:

Die Formeln folgen unmittelbar durch Spezialisierung der allgemeinen Transformationsregeln.
Es gilt

1 Oy cos psin v
e.=—| 0wy | =11 sinpsind |,
o 02 cos v
Oyx T COS p cos U
. 1 1 )
€y = 3 gy | =—| rsinpcos?d |,
Oyz r —rsind
) 1 Oy 1 —r singpﬁnﬁ
Co=—1 Oy | =— 3 7 cos  sin ¥ ,
~ 0,7 rsin 0

d.h.a=1 8=r, v=rsind.

Somit ist beispielsweise
gradU = —0,Ve, + =0yVéy + —0,Vé, = 0, Ve, + -0y Vey —|— 198 Ve, .
o) v r sin

B
1.3.5 Radialsymmetrische Skalarfelder und Vektorfelder
Fiir das radialsymmetrische Skalarfeld U(z,y, z) = 1 (\/aﬂ +y? + 22> = (r) ist

gradU = ¢'é,
und 5
AU =¢" + ="
r
Speziell erhélt man fir U(z,y, z) = r®

x
gradU = sro7te, = s(2® + > + 2221 | g
z

und
AU = s(s+1)r° 2.
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Fiir s = —1 ist U bis auf die Singularitdt im Ursprung harmonisch.
Die Divergenz des quellenférmigen Feldes

—

ist 5
div F = + 2.
T

Speziell erhélt man fiir ﬁ(a:, y,z) =1r°e,
div F = (s +2)r* 1.

Fiir s = —2 ist das Feld bis auf die Singularitdt im Ursprung divergenzfrei.

1.3.6 Aufgaben

Aufgabe 1.3.1:
Beziiglich der kartesischen Koordinaten z,y, z seien die folgenden Felder definiert:

T~y
Uz,y,2) =2*(1 —y) +3yz,  F(z,y,2) = | 2?+>
xz — 3

Bestimmen Sie

a) AU in Kugelkoordinaten,
b) rot F beziiglich der Zylinderkoordinatenbasis €,, €,, €,

¢) div (rot (UF)) in kartesischen Koordinaten.

Aufgabe 1.3.2:
Die Vektorfelder

—

F(i) = A7, Glo,p,2) =glo)é,, H(r,9,0) =h(r)é,

sind in kartesischen Koordinaten, Zylinderkoordinaten bzw. Kugelkoordinaten gegeben.
A ist eine konstante 3 x 3—-Matrix, g und h sind skalare Funktionen.

a) Bestimmen Sie A, g und h so, dass die Divergenz der Vektorfelder in kartesischen Koor-
dinaten jeweils 0 wird.

b) Bestimmen Sie A, g und & so, dass die Rotation der Vektorfelder in kartesischen Koordi-
naten jeweils 0 wird.



Kapitel 2

Integration

2.1 Kurvenintegrale

2.1.1 Kurvenintegral fiir Skalarfelder

Fiir eine Kurve C' mit regulérer Parametrisierung
[a,0] >t = 7(t) = | y(1)

und ein Skalarfeld U(z,y, z) wird das Integral

b

/U: /U(F) 17/ (¢)|dt

C a

als Kurvenintegral von U iiber der Kurve C bezeichnet. Der Wert des Integrals ist unabhéngig
von der Parametrisierung, insbesondere auch von der Orientierung.

2.1.2 Weg

Ein Weg

ist eine Kurve mit festgelegtem Durchlaufsinn, der i. a. durch Pfeile angedeutet wird. Man sagt,
die Kurve verlduft von A = (z(a), y(a), z(a)) nach B = (z(b),y(b), 2(b)). Gilt A = B, so spricht
man von einem geschlossenen Weg.

31
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B
AQ = BQ
Ch
A =B A

nicht zusammenhéngender  zum teil mehrfach durchlaufener offener Weg —C' mit
Weg C = Cy + Cy Weg C =C1 4+ Cy — Cy + Cs umgekehrter Durchlaufrichtung

Fiir zusammengesetzte Wege ist die Notation
Ci+---+0y

gebrauchlich. Dabei konnen einzelne Wegstiicke mehrfach durchlaufen werden (> C; # |JC;),
und die Vereinigung der Wege muf} nicht zusammenhéngend sein. Schliellich bezeichnet man
mit —C' den in entgegengesetzter Richtung durchlaufenen Weg C'.

2.1.3 Arbeitsintegral

Fiir einen Weg C' mit regulérer Parametrisierung
[a,0] 5t = 7(t) = | y(t)

und ein Vektorfeld F(z,y, z) wird mit

das Arbeitsintegral bezeichnet.

Es entspricht dem Kurvenintegral der Projektion von Fin tangentialer Richtung,

q P!
—/\O —/\O
(), (7)) = W7
und ist unabhéngig von der Parametrisierung bei gleichbleibender Orientierung des Weges. Bei
Umkehrung der Durchlaufrichtung dndert sich das Vorzeichen des Integrals.
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In Komponentenschreibweise hat das Arbeitsintegral die Form

/dex+Fydy+dez
C

mit de = 2'(t)dt, dy = y'(t)dt, dz = 2/(t) dt.

Beweis:

Das Arbeitsintegral kann durch die Riemann-Summe
Y F(P)- A7

approximiert werden, was die physikalische Interpretation verdeutlicht. Dabei kann unter Ver-
nachléssigung von Termen hoherer Ordnung bei der Grenzwertbildung A7; durch 7/(¢;)At; —
7' (t) dt ersetzt werden.

Der i-te Summand in der Riemann-Summe ist die Kraft, die ndherungsweise entlang des Weges
von P; nach P,;; wirkt. Die Summanden entsprechen also der entlang den Kurvenstiicken
verrichteten Arbeit.

Beispiel:

Beim Durchlaufen des Viertelkreises

im Kraftfeld
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wird die Arbeit

= —2costsintdt

[e=]

cos? t} 3/2 =—1

—

verrichtet.

2.1.4 Geradliniger Weg

Die in einem Kraftfeld F entlang eines Geradenstiicks
t p+td, tela,b]

verrichtete Arbeit ist

Als konkretes Beispiel seien

mit ¢ € [a,b] = [0, 3] und
ﬁ(%y)z( S )

Fiir die verrichtete Arbeit erhalt man dann

3 3
2(2t + 1) 1 o s -
/(t2+2t+1)-(2)dt_/6t+6t+2dt_[2t+3t+2t}0_87.

0 0

2.1.5 Spulenwindung

Ein Elektron bewegt sich in einer Spulenwindung der Hohe h,
cost
C: )= sint , tel0,2n],
ht/(2m)

im elektrischen Feld
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das von einer Punktladung im Ursprung induziert wird. Die dabei verrichtete Arbeit ist

/ ) o . cost —sint

F-dF:/ sint : cost dt
2 . 9 249 2\\3/2

J J (cos?t +sin* ¢ + h*t2/(4n?))3/ ht/(27) h/(2r)

/ /() [_ 2 r” B <1 1 >
) 0 (1+h2e2/(4n2))32 7 | ax? + h2e2 0 N VIi+h?)
2.1.6 Vektorielles Kurvenintegral

Fiir einen Weg C' mit regulidrer Parametrisierung 7(t), a < t < b, und ein Vektorfeld F be-
zeichnet man
J

b C
_ /ﬁ(F(t))|F’(t)|dt - /5

S
1]

mit de = 2'(t) dt, dy = y/(t) dt, dz = 2'(t) dt, als vektorielle Kurvenintegrale. Das zweite Inte-
gral dndert das Vorzeichen bei Umkehrung des Durchlaufsinns, ansonsten sind die Integralwerte
unabhénig von der Parametrisaierung.

2.1.7 Aufgaben

Aufgabe 2.1.1:
Berechnen Sie das Arbeitsintegral fiir das Vektorfeld

F_( v
y—x
entlang der folgenden Wege von P = (0,0) nach @ = (1,1):
a) r=t} y=t b) y=2", neN c) y=sin (%)

Aufgabe 2.1.2:
Berechnen Sie

/ (v do — 2 dy)

C
fiir die abgebildeten Wege von (0, 0) nach (1,0).
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Aufgabe 2.1.3:
Berechnen Sie fiir das Feld
B Yy
F = —x
2(2% + 1?)

das Arbeitsintegral [ F - dF langs des Weges, der vom Punkt P = (0,0,0) geradlinig zum
Punkt @ = (a,b,0) und dann geradlinig zum Punkt R = (1,1,1) fithrt. Wie miissen a und b
gewihlt werden, damit das Arbeitsintegral ein Extremum annimmt? Handelt es sich dabei um
ein Maximum?

Aufgabe 2.1.4:
Berechnen Sie fiir das Vektorfeld

F» _ ag + a1x + aqy + a3x2 + aqxy + a5y2
bo + blflf + bgy + b31‘2 + b4l‘y + b5y2

das Arbeitsintegral s, = [, c. F-dr entlang des Kreises C. : 22 +y? = &2 und bestimmen Sie den

Grenzwert
SS

lim .
e—0 re2

Aufgabe 2.1.5:
Ein stromdurchflossener Leiter erzeugt ein ebenes magnetisches Feld der Form

Fo y
2+y2\ —v )’

Berechnen Sie das Arbeitsintegral entlang eines achsenparallelen Rechtecks ABC'D mit A =
(u,v) und C' = (u+ p,v + q).

—
N

J/)/ ]

N
NP

N
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Aufgabe 2.1.6:
Geben Sie ein Vektorfeld an, fiir das das Arbeitsintegral iiber die abgebildeten Wege die ange-
gebenen Werte hat.

00° -3 "0

2.1.8 Interaktive Aufgaben

Interaktive Aufgabe 2.1.1:
Berechnen Sie die Arbeit, die ein Massenpunkt im Kraftfeld

(210
bei der Bewegung von P = (0,0) nach @ = (1,2) verrichtet
a) langs der geradlinigen Verbindung,
b) ldngs des Polygonzugs von P iiber (0,2) nach @,
c) ldangs der Kurve y = 2sin

e
5 -

Losung: (Eingaben sind auf vier Nachkommastellen zu runden)

a) [ ] b)[ ][ ]

2.2 Flachenintegrale

2.2.1 Flachenintegral fiir Skalarfelder

Fiir eine Flache S mit reguldrer Parametrisierung

und ein Skalarfeld U(z,y, z) wird das Integral

// Uds = // U (7(u,v)) |i(u, 0)|dudv, 7t = Oy X 9,7
S D

als Flachenintegral von U {iber S bezeichnet. Der Wert des Integrals ist unabhéngig von der
Parametrisierung.
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2.2.2 Flussintegral

Der Fluss eines stetigen Vektorfelds F (x,y, z) durch eine Fldche S mit reguldrer Parametrisie-
rung

in Richtung der Normalen

ist

Man bezeichnet dabei
dS =n°dS, dS =|i(u,v)|dudv

als vektorielles Flachenelement.

Bei gleicher Orientierung des Normalenvektors ist das Flussintegral unabhéngig von der gewéhl-
ten Parametrisierung. Die Umkehrung der Normalenrichtung bewirkt eine Anderung des Vor-
zeichens.

SL

Die Glattheitsvoraussetzungen an F und 7(u, v) kénnen abgeschwécht werden, indem man das
Integral iiber einen geeigneten Grenzprozess definiert.

Beispiel:
Es soll der Fluss des Vektorfeldes

B x
F(z,y,z) = 1
Yz
durch die Flédche
U2
S: rlu,v)=| u+v |, 0<u,v<l1
2
v

berechnet werden.
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Die partiellen Ableitungen in u- und v-Richtung sind

2u 0
Oy (u,v) = 1 |, O0r(u,v)=1| 1
0 2v
und damit
2v
fi(u,v) = 0,7 (u,v) X Oyr(u,v) = [ —4duv
2u
Fiir das Flussintegral ergibt sich also
2v
//F dS = // . —4uw du dv
uv? + v3 2u

Il
O\H

1
/2u2'0 — Qv + 2u*0? + 2uv® du dv
0

|

9 1
wo — 20 + 3u v? + u203] dv
0

Wl N

I
o _

4 2 2 2 11"
v T 502 + 03 dv = {—§v2 + §v3 + 1114} 0

Il
o — _

T
36
2.2.3 Fluss durch einen Funktionsgraph

Der Fluss in z-Richtung eines stetigen Vektorfelds F (x,y, z) durch den Graph S einer differen-
zierbaren, skalaren Funktion z = f(z,y) iiber dem Definitionsgebiet D C R? ist

//ﬁ-dgz//—Fxﬁxf—Fyayf—Fdexdy
S D

Beweis:

Die angegebene Formel folgt aus der Definition des Flussintegrals, wenn man S in der Form

x(u,v) u
S (uyv) = Flu,v) = | ylu,v) | = v
z(u,v) fu,v)
parametrisiert. Es ist dann
1 0 —ouf
0T = 0 , Oy = 1 ;o T(u,v) =0, T X 0T = | —0of |,

of A f 1
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und damit
) o
// F(r(u,v)) - fi(u,v) dudv = = // | —0of | dudv
5 1
// —Fy0f — Fy0of + F. dudv
D
// —F,0,2 — F,0yz + F, dxdy
Beispiel:

Es soll der Fluss in z-Richtung des Vektorfeldes

F =

—_

durch den Graph der Funktion
2(z,y) =2 —y
iiber dem Bereich
D e+ 1yl <1

berechnet werden.
Da sowohl das Vektorfeld als auch der Funktionsgraph symmetrisch zur yz-Ebene sind, geniigt
es den Bereich D fiir x > 0 zu betrachten und das Ergebnis zu verdoppeln. Fiir den Gesamtfuss
erhdlt man damit

// —F,0,z — F6z+Fd:Edy—2//—:E2:l: Y+ 1422 —ydydx

0 z—1
1

2 Ly e
2 —x y+y—§y dz
y=z—1

0
1
:/4x3—4x2—4x+4d1‘

0
1

= {x‘l -t =2 4 41:]
0

2.2.4 Fluss eines konstanten Vektorfeldes durch eine Ebene

Es soll der Fluss eines konstanten Vektorfeldes F (x,y,2) = p durch einen Teilbereich S einer
Ebene
S: z(zy)=ar+by, (v,y)eDCR?
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von unten nach oben berechnet werden.
Als Normalenvektor fiir die Ebene erhalt man

— 02 —a
n(z,y)=| =0,z | =| —b
1 1

und fiir den Fluss somit

//F a5 = // :12 dudy

—ap; — bpy + p.) area(D) .

2.2.5 Fluss durch einen Zylindermantel

Der Fluss eines Feldes
F(o,¢,z2) = Fye, + Fe, + F.€,

in Richtung €, durch den Mantel eines Zylinders mit Randkurve ¢ = o(y) ist

27T Zmax
/ Foo—F, 0,0 dzdyp.

0 Zmin

Der Fluss des Feldes in Richtung €, durch eine Rotationsflache die durch Drehung der Kurve
0 = o(z) um die z-Achse entsteht ist

2T Zmax

// 00— F.00,0 dzdyp.

Zmin

Der Fluss von innen nach auflen durch den Mantel eines Kreiszylinders mit o = a ist demnach

2T Zmax

//Fdzdgp,

Zmin

d. h. nur die axialsymmetrische Komponente des Feldes liefert einen Beitrag.
Insbesondere ist beim Kreiszylinder der Fluss fiir ein axialsymmetrisches Feld F' = f(p)é, gleich
27a(Zmax — Zmin) f(@).

Beweis:

Die Mantelfliche kann mit Hilfe von Zylinderkoordinaten parametrisiert werden:

0COoS @
S: T(p,z)=| esing
2
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Fiir o = o(yp) ist die Flachennormale

O,0c08 ¢ — psing 0
(g, z) = 0,7 x 0,7 = Ody0sinp+pcosp | x [ 0
0 1

O,08in ¢ + pcos
= —0,0C08 ¢ + psin
0

= —0,06, + 0¢,,

und das Skalarprodukt mit dem Vektorfeld mit den Komponenten F),, F,,, F, ergibt aufgrund
der Orthogonalitéit der Basisvektoren

ﬁ-ﬁ:Fgg—Epa@Q.

Ist 0 = o(z) von z abhéngig ergibt sich entsprechend

—psing 0,008
(g, z) = 0,7 x 0.7 = 0COS x | 0.,0singp
0 1
0COS
= osin
_Qazg

= 06, — 00;0¢;
und das Skalarprodukt mit dem Vektorfeld ist
F.ii= Foo— F,000.

Fiir den Kreiszylinder ist ¢ konstant und somit fallen die Terme, in denen eine Ableitung von
o vorkommt, weg.

Beispiel:
Es soll der Fluss des Feldes
xz? 022 cos
F(z,y,2) = yz? = 0z°sin
z(z% + y?) 0%z

von innen nach auflen durch den Mantel eines Zylinders mit Abstand a zur z-Achse und z,,;, =
0, Zmaz = b berechnet werden.

Man erhélt
022 cos cos
F,=F-&=| o2sing |-| sing | = o2
0%z 0
und somit fiir den Fluss
27 Zmax 2 b 2

1 2
//Fg(a,gp,z)adzdcp:aQ//Zdedgo:gang/dwzgwa%S.
0 0

0 Zmin 0
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Beispiel:
Der Fluss des Vektorfeldes

—

F = e, + ze,

in Richtung €, durch einen Zylindermantel, der durch die Kardioide o(¢) = 1—cos ¢ im Bereich
z € [0, a] erzeugt wird, ist

2 a 27

2
//QQ(cp)dzd@:a/(l—cos¢)2d¢:a<27r+0+§> = 37a.
00

0

2.2.6 Fluss durch Rotationsfliche

Der Fluss eines parallel zur z-Achse verlaufenden, konstanten Vektorfeldes F= ce, in Richtung
€, durch eine Rotationsfliche mit ¢ = o(2), z € [a, b], ist

2w b b

- [ [eaterd o = —2me |5 ) | =ittt - ).

Der Fluss entspricht also dem c-fachen der Differenz der Inhalte der Boden- und Deckfliche des
von o(z) beschriebenen Rotationskorpers.

2.2.7 Fluss durch eine Sphire
Der Fluss eines Vektorfeldes

—

F(r,9,¢) = F.é, + Fyéy + F, e,

von innen nach auflen durch eine Sphére mit Abstand » = a zum Ursprung ist

T 27
//FTa2 sind dp dv
0 0

d. h. nur die radiale Komponente des Feldes liefert einen Beitrag.
Insbesondere ist der Fluss fiir ein radiales Feld F' = f(r) €, gleich 4ma?f(a).

Beispiel:
Es soll der Fluss des Vektorfeldes

. x 7 cOoS @ sin v
Flz,y,z) = @24+ y)? | y | = (rsin®)® [ rsingsing
0 0

von innen nach auflen durch die Sphére mit Radius a berechnet werden.
Man erhélt

. 7 cos @ sin ¥ cos p sin ¥
F.(r,9,9)=F-&.= (rsint)* | rsinpsind | - | singsind
0 cos v

= (rsind)®rsin®
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und somit fiir den Fluss

™

T 27 T 2
//Fr(a,ﬁ,go) aQSinﬂdgpdﬂ:aa+3//sina+319dg0d19
0 0 0 0

w/

2

= 4ma®t3 / sin®*t3 9 dv
0

I'2+a/2)

_ 9.3/2 a+3

N 52+ a2)
2.2.8 Senkrechte Stomung durch Halbkugelschale

Es soll der Fluss der senkrechten Stromung

~ 0
F(r,9,¢) = 0
7 cos v

von unten nach oben durch die Halbkugelschale
r=a, 0<p<2m, 0<9¥<7/2

berechnet werden.

Man erhalt
. 0 cos p sin ¥
F.(r,9,p)=F-¢e. = 0 - | sinpsinv
rcos v cos
= rcos ¥
und somit fiir den Fluss
w/2 27 w/2 2
/ /Fr(a,ﬁ, @) a®sin v dp di = / /a3 cos® ¥ sin ¥ dp dv
0 0 0 0
3 9=0
B 2ra’d
3

2.2.9 Fluss eines axialsymmetrischen Feldes durch eine Kugelober-
fliche

Die Projektion eines axialsymmetrischen Feldes
F(0,2) = F,&,+ F,&, + F.¢,
auf die Einheitsnormale der Kugeloberflaiche mit Radius a

sin ¥ cos ¢
= | sinvsing
cos ¥
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ergibt mit
— —0 . — —0 — —0
€ M =sinv, €, -1 =0, &, -1 =cosv,

den Fluss

2T
//(nginﬁJercosﬁ) a2sin19d19dg0:27ra2/(FQSin19+cmosﬁ)sin19d19.
0 0

0
Speziell gilt fiir F, = ¢**, F, = ¢
F,sind + F, cosd = a** sin** ¥ + ccos ) .

Der zweite Summand verschwindet bei der Integration, so dass sich als Fluss insgesamt

s
27a’ / a®® sin®* T 9 ¥ = 2ra’a’®

0

. 223(S!>2

1)2
2 — 2 2(s+1) (8'
PR

(2s+1)!
ergibt.

2.2.10 Vektorielles Fachenintegral

Fiir eine Flidche S mit reguldrer Parametrisierung 7(u, v), ein Skalarfeld U und ein Vektorfeld
F definiert man

[[ F,dS
//ﬁds = ngde
s [[ F.dS

S
é/w@ = é/U(F)ﬁOdS
/S/des _ /S/F(r)xnodS

wobei 7i(u, v) den Normalenvektor auf S bezeichnet. Bei gleicher Orientierung des Normalen-
vektors, sind alle Integrale von der Parametrisierung unabhéngig.

2.2.11 Aufgaben

Aufgabe 2.2.1: .
Berechnen Sie den Fluf des Vektorfeldes F' = r®~'¢, | r = |r] durch den Zylinder S : 2% + y* =
a,|z| <b.

Aufgabe 2.2.2:
Berechnen Sie fiir eine Matrix A den Fluss des Vektorfeldes

—

F(r) =7 x (Ar)

durch den Zylinder Z:22+¢?2<1,0<2<1.
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Aufgabe 2.2.3:
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Berechnen Sie den Fluf eines linearen Feldes F' = A7, durch die Oberfliche einer Kugel mit

Radius s.

Aufgabe 2.2.4:

Berechnen Sie den Fluff des Vektorfeldes F' = r2e+1@, durch eine Kugel mit Radius a und

Mittelpunkt O.

2.2.12 Interaktive Aufgaben

Interaktive Aufgabe 2.2.1:
Die abgebildete Flache F' sei durch

parametrisiert.

x rcost
y | = rsint |,re€]0,1],t€[0,2n]
z t

7
&
Iy
I
N
N
N
N

;3;::
Q.:.,..
W
NN
N

N
\:
N
N
N

N

7
27

X

‘s'
W
W
N\

2
W

N
N
o
i
i

\
)
0
A
s

Al
%}\\
U

i

U
Y

i
i

a) Bestimmen Sie den Normalenvektor n(r,t) von F.

b) Berechnen Sie den Betrag |®| des Flusses des Vektorfelds v = (y, —x, 2)* durch die Fléiche

F.

c) Die Randkurve der Fliche F besteht aus 3 Geradenstiicken sowie der Schraubenlinie
C :t (cost,sint,t)". Berechnen Sie die Linge L von C.

Losung:

a) n(rt)=

)
1 1®)
]

b) |®] =] 7+

2.

c) L= W«
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2.3 Gauf’sche Integralsitze

2.3.1 Orientierter Rand eines ebenen Bereichs

Der orientierte Rand R eines Bereichs D setzt sich aus Wegen C; zusammen, deren Durchlauf-
sinn so gewéhlt ist, dal D links von C; liegt:

R=Ci+-+C.

Dies bedeutet, daf8 die nach aufen gerichtete Kurvennormale 7 und der Tangentenvektor ¢ ein
Rechtssystem bilden.

Cy

orientierter Rand R=C; +--- + Cs

Entsprechend setzt sich der orientierte Rand R einer rdumlichen Fldche S mit orientierter
Normalen 77 aus Wegen C; zusammen, deren Orientierung so gewéhlt ist, dass an einem Kur-
venpunkt das Kreuzprodukt aus Tangentenvektor ¢ an die Kurve und Normalenvektor 7 der
Fldche von der Fliche weg zeigt.

+

=+
X
St
St
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2.3.2 Gauf3’scher Integralsatz

Ist F' ein stetig differenzierbares Vektorfeld auf einem reguléren rdumlichen Bereich V', der durch
eine Flache S mit nach auflen orientiertem vektoriellen Flidchenelement dS berandet wird, so

gilt
///divﬁdvz//ﬁ-d§.
Vv S

Die Glattheitsvoraussetzungen an F und S kénnen abgeschwicht werden, indem man die Inte-
grale {iber geeignete Grenzprozesse definiert.

Beweis:

Die Identitét ist eine unmittelbare Folgerung aus dem Hauptsatz fiir mehrdimensionale Inte-
grale. Danach gilt fiir ' =) F,é,

// &,F,,dV://F,,nl,dS,
14 S

und Summation iiber v = 1,2, 3 ergibt die Behauptung, da dS = i° dS ist.

Beispiel:
Zur Illustration des Gaufi’schen Satzes wird das Vektorfeld
T

F(z,y,2)= | zy

2,3

in der Einheitskugel

Vi 2?4+t 4+22<1
betrachtet.
Fiir die Divergenz ergibt sich

divF =14z +322= 1 + rcos psin ¥ + 3r? cos® ¥

und somit fiir die linke Seite im Satz von Gaufl

1 7 2w

///divﬁdV:///(1—i—rcosgosinﬁ+3r2003219)r28im9d30d19dr
14 0 0 O

1 «
4
= —7r+0+27r//7"4(300821981n19) dddr
00

3
4 1] - 4 4 32
= 3T + 27 [gr‘r’} . - cos® V] s=0 = 37 + =T=1ET
Mit der Parametrisierung
cos p sin ¥
(0, ) = | sinpsingd |, 0<¢<2r, 0<v9<nm

cos v
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fiir die Oberfliche S der Einheitskugel ergibt sich
(9, 0) = 70, ¢), dS = ii°sind dpdy

und mit
. cos p sin ¥
F(r,9,p) = | cosgsinpsin®d
cos® ¥
folgt fiir die rechte Seite im Satz von Gaufl

T 2w
// F.dS= / /(cos2 @sin® 9 + sin? ¢ cos @ sin® ¥ + cos? V) sin ¥ dpdV)
S 0 0

m m

:w/sin”&‘(l—cos219)d19+O~|—27r/cos41951n19d19

0 0
1 i 1 i
= <[— cosV|§ + {— cos® 19} ) + 27 l——cos5 19}
3 0 D 0
2 A
R T

in Ubereinstimmung mit dem Volumenintegral.

2.3.3 Integralsatz von Gaufl bei einem radialen Feld

Bei einem radialen Feld .
F =re,
ist die Divergenz
o= 1 s s
div F' = T—Qar(r%« )= (s+2)r* .

Das Volumenintegral iiber eine Kugel V' mit Radius a ist

a

///divﬁ = 47T/(S+2)7‘s+1 dr = 4ra®t?, (s> -2),
14 0

wobei das uneigentliche Integral fiir s > —2 konvergiert.
Da das Vektorfeld senkrecht auf der Kugel steht, entspricht das Flussintegral dem Betrag des
Feldes auf der Kugel multipliziert mit dem Inhalt der Kugeloberflache S

//ﬁ~d§: (4ma*)a’
S

in Ubereinstimmung mit dem Integralsatz von Gaus8.

2.3.4 Volumenberechnung mit Hilfe des Satzes von Gauf

Fiir einen reguléren rdumlichen Bereich V', der durch eine Fliche S mit nach auflen weisender
Normalen berandet wird, gilt wegen div7 = 3

3vol(V) ://f-dﬁ.
S
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Beispiel:

Als Beispiel soll das Volumen der Kugel V' mit Radius a > 0, Mittelpunkt im Ursprung und
Oberflache S berechnet werden. In Polarkoordinaten erhélt man fiir den Rand S die Parame-

trisierung
a cos @ sin

S: (0, p)=| asingsind |, 0<¢p<2m 0<9<m,
acos v
mit
cos p sin ¥
dS = a2 sin? sin p sin ¥ dpd?) .
cos

Somit erhalt man

3vol(V) = //F ds

S
™ 2m [ qcospsind cos p sin 19
= / / asinpsindg | - | singsing | a®sind dpd?
5 0 acos v cos v
2 g
= a3/ dgp/sina?dﬁ = 4ma®
0 0

und damit fiir das Volumen der Kugel vol(V') = %7?@3 wie erwartet.

2.3.5 Varianten des Gauf}’schen Integralsatzes

Sei V' ein reguldrer rdumlicher Bereich, der durch eine Fliche S mit nach auBen orientier-
tem vektoriellem Fléchenelement dS berandet wird. Dann gelten fiir ein Skalarfeld U und ein
Vektorfeld F' die Beziehungen

/V//gradUdV = é/Udg
/V//rotﬁdv = —é/ﬁxdﬁ.

Beweis:

Wegen dS = itdS ist die erste Identitét dquivalent zum Hauptsatz fiir Mehrfachintegrale

J[[oavav = [[vnas.
v s

Fiir die i-te Komponente des Integrals von rot F erh#lt man unter Verwendung des e-Tensors

Zgijk // aij dV = Zézjk // Fknj dS,
Jk Vv Jik S

was mit der i-ten Komponente von — [[ F x dS iibereinstimmt.
s
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2.3.6 Koordinatenfreie Definition der Divergenz

Die Divergenz eines stetig differenzierbaren Vektorfeldes 1at sich als Grenzwert des Flusses
durch die Oberflache S eines den Punkt P enthaltenden rdumlichen Bereichs V' definieren:

]_ — —
li F-d
diam V—0 vol V. / / S
S

wobei dS nach aufen orientiert ist. Dies folgt unmittelbar aus dem Satz von Gaufl und dem
Mittelwertsatz und zeigt insbesondere die Invarianz der Divergenz unter orthogonalen Koordi-
natentransformationen.

2.3.7 Quellenfreie Felder

Auf einem rdumlichen Gebiet D gilt fiir ein stetig differenzierbares Vektorfeld div F=0 genau

dann, wenn
/ / F-dS=0
s

fiir jede geschlossene Flédche S in D.

2.3.8 Koordinatenfreie Definition des Gradienten

Der Gradient eines stetig differenzierbaren Skalarfeldes U 148t sich als Grenzwert von Integralen
uber die Oberflache S eines den Punkt x enthaltenden raumlichen Bereichs V' definieren:

1 .
li d
diarn V-0 vol V/ / / vds,
S

wobei dS nach aufen orientiert ist. Dies folgt unmittelbar aus dem Satz von Gaufl und dem
Mittelwertsatz und zeigt insbesondere die Invarianz des Gradienten unter orthogonalen Koor-
dinatentransformationen.

2.3.9 Elektrostatisches Feld

Durch Punktladungen wird ein elektrisches Feld

erzeugt, wobei ap = Qp/(4mey), Qp die Ladung im Punkt P und ¢, die Dielektrizitatskonstante
ist.
Der Fluss dieses Feldes durch eine die Punkte P umschlieende glatte Flache S ist

J[Fds =1z ar= =3 an.
S P P

Dabei sind fiir Punkte P auf der Fliche die Ladungen Q) p mit dem Faktor 1/2 zu gewichten.
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Beweis:

Aufgrund der Linearitét beider Seiten der Identitét geniigt es, einen Summanden ohne Vorfaktor
zu betrachten. Das Koordinatensystem kann so gewihlt werden, dass p'= 0 ist. Es bleibt nun

zu zeigen, dass
0 , 0¢V

1 .
//—zé;-dSz 4, OeV |
e 2, 0O€eS

Y

wobei V' das von S eingeschlossene Gebiet ist.

Da div ¢, = 0 fiir 7 # 0 gilt, folgt der erste Fall (O ¢ V) direkt aus dem Integralsatz von
GauB.

Fiir den zweiten Fall (O € V) betrachtet man zunéchst eine Sphire mit Radius s um den
Ursprung. Der Fluss des radialen Feldes F' = f (r)é, durch diese Sphére ist

/S/ﬁ-d§:47rszf(s):47r.

Ein allgemeines Gebiet das O enthélt, kann in eine Kugel um die Ladung und ein Restgebiet
aufgeteilt werden, das keine Ladung enthilt. Da der Gesamtfluss durch die Oberfliche (S —

S) des Restgebietes Null ist, muss der Fluss durch die Randfliche S dem Fluf§ durch die
Kugeloberfldche S entsprechen.

Fiir den dritten Fall (O € S) betrachtet man eine Sphéire mit Radius s um (0,0, s). Fiir die
Parametrisierung

ssin v cos ¢
79, ¢) = | ssindsing |, Jel0,7], ¢€]l0,2n]
s(1 4+ cosv)

sin ¥ cos ¢

r=|F] = /252(1 4+ cos¥) und 7i(d, p) = s’sind [ sindsingp

cos?
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Damit ist der Fluss

s?sinvs(1 + cos V) 27 ] sin
dedd = dv
// (252(1 + cos ¥))*? ’ 23/2 ) Vit cosV

Fiir ein allgemeines Gebiet kann davon ausgegangen werden, dass das Koordinatensystem so
gewihlt ist, dass die Ebene z = 0 tangential an die Fléache im Ursprung liegt. Entfernt man nun
aus dem Gebiet eine Kugel und vom Rest noch einen Zylinder mit Radius € < s um die z-Achse,
so enthélt das schraffierte Restgebiet keine Ladung und der Fluss durch dieses Gebiet ist also
Null. Die Oberfliche dieses Gebietes setzt sich aus drei Teilen zusammen. Dabei ist das erste
Flachenstiick S; Teil der Randfliche S und geht fiir ¢ — 0 in S iiber. Das zweite Flachenstiick
S, wird zur Sphére S und das dritte Flichenstiick Sy ist Teil des Zylindermantels. Es ist also

//ﬁ.d§1+//ﬁ.d§2:_//F*.dgg.
S1 Sa S3

Mit dem Grenziibergang folgt nun

//ﬁ-d§+//ﬁ-d§=o
s f

da area Ss ~ €3 und |F| ~ 2.
3

2.3.10 Gauf’scher Integralsatz in der Ebene

Fiir einen reguléren ebenen Bereich A mit orientiertem Rand C

C: t—r7(t),
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gilt fiir ein stetig differenzierbares Vektorfeld F=F,é, + Fye,
//divﬁdA:/ﬁ-ﬁodOz/ﬁxdF
A c c

divF = 0,F, + 0,F,, F xdi = (Fy'(t)— F,'(t)) dt.

wobel

Beispiel:
Wir betrachten das ebene Vektorfeld

. 2
(5
y—x
iiber dem Bereich A, der von der Kurve C, bestehend aus den zwei Kurvenstiicken
R t
A= (g ). el
20) = ((poursy )+ CE /22,

berandet wird.

y
B

/\y: COS T
x

—7/2 O T2

Fiir die linke Seite im Satz von Gauf3 erhalt man

71'/2 COoS T 7T/2
//divﬁdA: / /1+1dydx: / 2cosxdr =4.
A z=—7/2 y=0 z=—7/2
Mit obiger Parametrisierung erhélt man fiir die rechte Seite
w/2 w/2
/ﬁ X dif / £ dt + / (=t — cos®(—t)) sin(—t) — (cos(—t) — £2)(—1) dt
C —7/2 —7/2
/2
= / t2 4 tsint + cos®tsint + cost — t2 dt
—7/2

= [QS.int—tcoszf]T_rf/2 =4.
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2.3.11 Flachenberechnung mit dem Gauf3’schen Integralsatz

Der Inhalt einer ebenen Flidche A mit Rand C' : ¢ — 7(t) 148t sich durch

1
area(A) = 3 /FX dr

C

berechnen. Anstatt 7 kann auch ein anderes Vektorfeld F' mit div F = ¢ verwendet werden,
wobei der Faktor 1/2 dann durch den Faktor 1/c¢ zu ersetzen ist.

Beispiel:

Es soll der Fliacheninhalt des Gebiets A, das von einer Ellipse C' mit Halbachsenlangen a,b > 0
berandet wird berechnet werden. Die Randkurve C' wird mit

F(t) = ( acost ) t € [0,27]

bsint

parametrisiert.
Fiir den Flacheninhalt der Ellipse erhalten wir mit dem Satz von Gaufl dann

27 2T
L[, 1 acost —asintdt \ 1 B
//1dA:§/r><d7“—§/( bsin ¢ ) x( bcostdt>_§&b/1dt_7mb'
A C 0 0

2.3.12 Aufgaben

Aufgabe 2.3.1: .
Berechnen Sie fiir den Einheitswiirfel W = [0, 1]* und das Vektorfeld F' = grad(zyz) beide im
Gaufy’schen Integralsatz auftretenden Integrale.

Aufgabe 2.3.2:
Das Flédchenstiick
S:at—dr+y*+2:=0, 2>0

und die xy—Ebene schliefen einen Korper K ein.

a) Berechnen Sie das Volumen von K.

b) Berechnen Sie fir das Vektorfeld
B s(x—2)* +In(z+1)
F= 0
Y2z +1

den Fluf3 von F' durch S nach auflen.
Aufgabe 2.3.3:

Berechnen Sie den FluB eines linearen Feldes F' = A7, durch die Oberfliche des Einheitswiirfels
[0, 1]°.
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Aufgabe 2.3.4:

Transformieren Sie das Feld
Tz

F = yz
52

auf Zylinderkoordinaten und berechnen Sie mit Hilfe des Satzes von Gaufl den FluB8 durch den
Zylinder
Z:x2+y2§a2,0§z§b.

Aufgabe 2.3.5:
Berechnen Sie den Fluf3 des Vektorfeldes F' = r®~1&y, a > 0, durch den Kegel K : 0 < r < 2,
0<z<hb.

Aufgabe 2.3.6:
Berechnen Sie mit Hilfe des Satzes von Gaufl den Flufl des Vektorfeldes

P < x + exp(sin y) )

cos(exp(z)) +y
durch die Ellipse C' : 22 + 4y?> = 4 nach auflen.

Aufgabe 2.3.7:
Berechnen Sie den Fluf eines ebenen radialen Vektorfeldes

F=r7 r=|f
durch den Rand des Quadrates [—s, s]?.

Aufgabe 2.3.8:
Berechnen Sie fiir die Kreisscheibe K : 22 + 3% < 1 das Integral

//divﬁdK,
K

.= [ xexp(sin (7r?)) 2 a2 9
wobei F(x,y) = ( yexp (cos (mr2)) ) rt=a"+y.

2.3.13 Interaktive Aufgaben

Interaktive Aufgabe 2.3.1:
Berechnen Sie den Flufl von F' = 22 €, durch die Oberfliche des Korpers

K:0<y<l—-2% 0<z<2—z—y.

Losung:
FluB: [ ] (auf vier Nachkommastellen gerundet)
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Interaktive Aufgabe 2.3.2:
Berechnen Sie mit Hilfe des Satzes von Gauf3 fiir das Vektorfeld

J/’Q

F= —2xy
2z

den Flufl nach auflen durch den abgebildeten Korper, der von den Flachen

Sy B+ P+ (2—1)2=4, 2>1,
Sy (24 5)* =9(z* + %)

begrenzt wird.

Losung:
FluB: [ ] (auf vier Nachkommastellen gerundet)

2.4 Green’sche Integralsitze

2.4.1 Erster Green’scher Integralsatz

o7

Sind U und W ein- beziehungsweise zweimal stetig differenzierbare Skalarfelder auf einem
rdumlichen Bereich V', der durch eine regulére Fliche S mit nach auflen gerichtetem vektoriellen

Flichenelement dS berandet ist, so gilt

//Ugradw-d§:///gradU-gradW+UAde.
S |4

Insbesondere folgt fiir U = 1
//gradW~d§:///AWdV.
s 1%

Fiir Vektorfelder F die ein Potential W besitzen, ist F= grad W und AW = div F. Fiir diese

Felder entspricht die Formel dem Integralsatz von Gauf.
Ein entsprechendes Resultat gilt ebenfalls in der Ebene

/UgradWxdF://gradU-gradW—l—UAWdA.
9A
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Beweis:

Ist 77 die nach auflen gerichtete Einheitsnormale, so folgt aus dem Hauptsatz fiir Mehrfachinte-

grale
[[vawn,as= [[[a,waw)av.
S 1%

Summation iiber v = 1,2, 3 liefert die Behauptung.

2.4.2 Zweiter Green’scher Integralsatz

Sind U und W zweimal stetig differenzierbare Skalarfelder auf einem rédumlichen Bereich V,
der durch eine regulédre Flache S mit nach auflen gerichtetem vektoriellen Flachenelement d.S
berandet ist, so gilt

//(UgradW—WgradU)-dg—///(UAW—WAU) av .

Ein entsprechendes Resultat gilt ebenfalls in der Ebene.

Beweis:

Diese Identitét folgt unmittelbar aus dem ersten Green’schen Integralsatz durch Vertauschen
von U und W und Subtraktion der entsprechenden Identitéten.

2.4.3 Aufgaben

Aufgabe 2.4.1:
Die Randkurve C' des Einheitsquadrates A = [0, 1] sei durch 7 parametrisiert. Bestimmen Sie
mit Hilfe der Green’schen Integralséitze die beiden Integrale

a) /(UgradU)xdF b) /(UgradW—WgradU)xdF
C C
fiir die Skalarfelder U(x,y) = z?e? und W(x,y) = zy* — 3.

Aufgabe 2.4.2:

a) Zeigen Sie, dafl U(p) = |[p— ¢] " fiir p# ¢ harmonisch ist, d.h. dafl AU = 0.

b) Zeigen Sie mit Hilfe der Green’schen Formel, dafl fiir eine harmonische Funktion V' das
Integral der Normalenableitung iiber eine Kugeloberfliche S : |p'— ¢] = s verschwindet:

/ (grad V') - d§'= 0.
Ss

c) Wenden Sie nun die Green’sche Formel mit der Funktion U aus a) auf die Kugelschale
S., 0 < g an und zeigen Sie durch Grenziibergang ¢ — 0, dafl

1
V(q) = V
(@ 4ms? /SE
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2.4.4 Interaktive Aufgaben

Interaktive Aufgabe 2.4.1:
Gegeben seien das Skalarfeld

4
x z
=2 (1 =)+ ==
U,y 2) =5 (1- ) + =,
das Vektorfeld F = grad U und das Ellipsoid
2y P
D =4+ =4+ —=1.
o 9 * 25 + 4

Berechnen Sie mit Hilfe des ersten Green’schen Integralsatzes den Flufl des Vektorfeldes F
durch S von innen nach auflen.

Loésung:

FluB: [ |7

2.5 Integralsatz von Stokes

2.5.1 Satz von Stokes in der Ebene

Ist F ein stetig differenzierbares Vektorfeld auf einem ebenen regulédren Bereich A mit orien-
tiertem Rand C so gilt

//rotﬁdA:/ﬁ-dF,

A c
wobei rot F' = OpFy — Oy F; .

Die Glattheitsvoraussetzungen kénnen abgeschwicht werden, indem man die Integrale {iber
geeignete Grenzprozesse definiert.

Beweis:

Der Satz ist eine unmittelbare Folgerung aus dem Hauptsatz fiir zweidimensionale Integrale,
denn fiir eine Parametrisierung 7(t) = (x(t),y(t)) von C ist

die nach auBen gerichtete Normale. Da || = |7i| folgt fiir das Arbeitsintegral
/ﬁ.df = /—any—i—Fynxdt
c c
_ / —0,F, + 0,F, dA
A

und dies entspricht dem Gebietsintegral iiber die Rotation von F.
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Beispiel:
Wir betrachten das ebene Vektorfeld

- ar +b
Fe,y) = ( cx—l—dz)

K:ai+a5<1.

auf der Einheitskreisscheibe

Fiir die linke Seite im Satz von Stokes erhilt man

//(axFy—ﬁny)dK://c—bdK:w(c—b).

Parametrisiert man den Rand von K mit

F(t):(COSt), t e 0,2x],

sint
so erhalt man fir die rechte Seite

2
S acost + bsint —sint
/F.dr_/(ccost—i—dsint ) ( cost ) dt
c 0

27

= /—asintcost—bsin2t+ccos2t+dsintcostdt

0
=m(c—10)
da
2 2 2
/sintcostdt:(), /Sin2tdt:/COSQtdt:ﬂ'.
0 0 0

2.5.2 Singulares wirbelfreies Feld
Wir betrachten das ebene Vektorfeld

auf der Kreisscheibe

Obwohl die Rotation von F verschwindet,

ot o By e @+ yt) )
(22 +y?) (22 +y?) ’

ist das Arbeitsintegral iiber den Rand C von K nicht Null. Verwendet man

() = r < cost ) . telo,2n]

sint
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als Parametrisierung fiir C'; so erhélt man fiir

27
- —rsint cost 2
F-dr= —rsint tdt = —0.
/ T / - (—rsin )+ 5 oS ”
c 0

Dies ist kein Widerspruch zum Satz von Stokes, weil das Vektorfeld F im Inneren der Kreis-
scheibe bei (0,0) eine Singularitit besitzt.

2.5.3 Satz von Stokes

Ist F ein stetig differenzierbares Vektorfeld auf einer reguléren Fléche S mit orientiertem Rand
C, so gilt

//rotﬁ-d§:/ﬁ-df.

S c

Beweis:

Die Identitéat kann mit Hilfe eines geigneten ebenen Vektorfeldes auf die Kettenregel und den
Satz von Stokes in der Ebene zuriickgetiihrt werden.
Fiir ein Vektorfeld F' = (F, F, F3)" und eine Parametrisierung der Fliche

r1(u,v)
S Hu,v)=| reo(u,v) |, (u,v) €A

r3(u,v)

mit Randkurve

ist ;
<rotF> Z €ijk(0;Fy)(T) €,
i,5,k=1
ﬁ(ua U) = Z Elmn au'rm avrn 6_2
Il,m,n=1
und

ci(t) = (Quri)(u(t), v(t)u'(t) + (Opri) (u(t), v(ON'(t), i=1,2,3.

Beriicksichtigt man die Orthogonalitit der Einheitsvektoren €; - €, = d;; und entfernt die Terme
bei denen das Produkt €, der e-Tensoren gleich Null ist, so erhélt man

Is = (rotﬁ) (r)-n

(aij>(F) aurj avrk

M)
M)

<.
Il

—

T

w Yl
<o

w

(8]Fk)(’l?) 8urk 8vrj

.
Il
R

ilhg

T
S
[y
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fiir den Integranden des Fluflintegrals und
Ie = f(r(u(t),v(t))) - ¢'(t)
= ZFk £))) ((Quri) (u(t), v(£))u'(£) + (Guri) (u(t), v(£))V' (1))

fiir den Integranden des Arbeitsintegrals.
Andererseits gilt fiir das ebene Vektorfeld

(Gen) 52 Fu(rlu, ) () (1,0)

Go(u,v) ,;i:l Fr.(T(u,v)) (Oyrk) (u,v)

nach dem Satz von Stokes in der Ebene

t1

/ 0uGoy — 0,G1 dA = /Gl(u(t),v(t))u'(t) + Ga(u(t),v(t))v'(t)dt.
A

to

Der Integrand der rechten Seite ist dabei

G (u(t), v(®)u' () + Ga(ult), () () = ZFk £))) (Qurk) (u(t), v(t))u' (1)

+ ZFk 1)) (Bore) (u(t), v(t))v'(t)

und somit gleich /. Der Integrand der linken Seite ist aufgrund der Kettenregel gleich

M)
M-

auGZ - ale = (0JF]€) (F)auT] &,m

1

e
Il
—_

<
Il

NE

Fk(F)(?uavrk

i
I

NE
Mw

(0;Fk) (T) 01Oy,

b
w

1

,_.
<.
Il

— Fk(f) &jaurk .

b
Il
—

und ergibt nach Vereinfachung /.

Beispiel:
Als Beispiel wird der Fluss der Rotation des rdumlichen Vektorfeldes

ﬁ(az,y,z)z ($>
Yy
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durch die Halbkugelschale
S: 4y =1, 2>0

betrachtet. Als Parametrisierung fiir die Randkurve C' wird

cost
Ft)=| sint |, te€]0,2n]
0
mit
—sint
(') = cost
0
verwendet. Mit der Parametrisierung
cos @ sin ¥
S(W,p)=| sinpsind |, 0<p<2m, 0<9<7/2
cos v
fiir die Halbkugelschale ergibt sich
cos p cos ¥ — sin psin cos p sin ¥
n(d,0) = | sinpcosd | X cos psin =sind | singsind
—sinv 0 cos v
Fiir die Rotation von F gilt
1
rot F = | 1
1

und somit fiir die linke Seite im Satz von Stokes

w/2 27

//rotﬁ-dgz //Cosgpsin219+singpsin219+Cosz981n19dg0dz9
0 0

1 w/2
:O+O+27r{—sin219} =7.
2 9=0
Fiir die rechte Seite erhélt man entsprechend
2 0 —sint
/F-df’:/ cost | - cost dt
ol 0 sint 0

27
:/COSQtdt:ﬂ'.
0

Betrachtet man statt der Halbkugelschale die Kreisscheibe

T CoS
K: Srip)=| rsing |, 0<r<1, 0<¢<2n7,
0
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mit gleichem Rand C, so bleibt die rechte Seite unveréndert, wiahrend sich fiir die linke in
Polarkoordinaten ebenfalls

1 27 1 0
//rotﬁ-dl%:// 111 0 |rdedr=m
K 00 1 1
ergibt.

2.5.4 Kreisformige Stromung

Eine typische wirbelférmige Stromung um die z-Achse wird durch das Vektorfeld

= . - 1 -y
F('x7yaz):f<g)€tp7 egozg € , Q:\/$2+y2,
0
beschrieben mit
. 0
rot F' = 0
fr+o'f

nach den Rechenregeln fiir die Rotation in Zylinderkoordinaten.

Gesucht ist nun der FluB von rot £ durch die Kreisscheibe S in der xy-Ebene mit Mittelpunkt
im Ursprung und Radius a > 0. W&hlt man fiir die Parametrisierung der Randkurve C'

C: F(t):(aCOSt), f’(t):(_asm), telo,2n],

asint acost

so erhalt man mit Hilfe des Satzes von Stokes

2
[ frio () (ot Y
s 0
=2maf(a).

Fiir das Rechteck R = [—a, a] x [=b,b] in der zy-Ebene erhdlt man fiir den Spezialfall f(g) = o

L 0 0
//rotF-dR:// 0 . 0 | dR = 8ab.
f - 2 1

2.5.5 Koordinatenfreie Definition der Rotation

Sei P ein Punkt auf einer reguldren Fldache S mit Normale 7 und orientiertem Rand C': ¢ +—
7(t).
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Dann 148t sich die normale Komponente der Rotation eines stetig differenzierbaren Vektorfeldes
F als Grenzwert von Arbeitsintegralen definieren:

— 1 a
i° - rot F)(P) = i F-dr.
(n ro )( ) diarffqlﬂo area S / '
C

Das Skalarprodukt auf der linken Seite wird als Wirbelstéirke von £ um 7i(P) bezeichnet und
ist fiir 7(P) || rot F am groften.

Diese geometrische Charakterisierung der Rotation folgt unmittelbar aus dem Satz von Sto-
kes und dem Mittelwertsatz. Sie zeigt insbesondere, dafl rot F invariant unter orthogonalen
Koordinatentransformationen ist.

Beispiel:
Als Beispiel wird das Vektorfeld

. -y
Fz,y,2)=| =
0
mit
0
rot F = 0
2

auf Kreisscheiben S in der xy-Ebene mit Mittelpunkt im Ursprung und Radius a > 0 betrachtet.
Der Rand C von S wird dabei mit

acost —asint
C: 7t)y=| asint |, 7'(t)=| acost |, tel0,27],
0 0
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parametrisiert. Man erhélt

. . ) o .
lim /F-df’zlim—/ acost . acost dt
diam S—0 area S a—0 a2 0 0
C 0
1 27 2 9
= lim — [ a*dt = lim e =2,
a—0 Ta? a—0 a2
0
was mit
0 0
n°-rot FF=1 0 0] =2
1 2
ubereinstimmt.

2.5.6 Variante des Integralsatzes von Stokes

Fiir ein stetig differenzierbares Skalarfeld U auf einer reguldaren Fléche S mit orientiertem Rand

C gilt
—//(gradU) xdﬁz/Udf.
S C

Beweis:

Die Aussage ld8t sich auf den Integralsatz von Stokes zuriickfithren, wenn man die Komponenten
einzeln betrachtet. Fiir die erste Komponente hat die Aussage die Gestalt

//nZ@zU —n30,U dS = /Ur;(t) dt.
S C

Dies entspricht dem Satz von Stokes mit

U
F=1{o0 |,
0
denn hier ist
0
rot F = o,U
—-0,U

Die anderen Komponenten erhélt man analog mit Vektorfeldern, die U in der zweiten bzw. in
der dritten Komponente haben.

2.5.7 Wirbelfreie Felder

Fiir ein stetig differenzierbares Vektorfeld F auf einem einfach zusammenhédngenden Gebiet D
gilt genau dann rot F' = 0, wenn
/ F-di =0

c
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fiir jede geschlossene Kurve C' C D.
Insbesondere ist fiir ein wirbelfreies Feld das Arbeitsintegral wegunabhéngig, d.h.

/ﬁ-df:/ﬁ-df
C 5,

fiir Wege mit gleichem Anfangs- und Endpunkt.

Beweis:

Ist rot F' = 0 so verschwindet das Arbeitsintegral aufgrund des Satzes von Stokes.

Ist andererseits
/ F-di=0

c

fiir jede geschlossene Kurve C' C D, so folgt aus der koordinatenfreien Definition der Rotation,
dass diese an jedem Punkt in D verschwindet.

2.5.8 Aufgaben

Aufgabe 2.5.1:
Berechnen Sie fiir die obere Halbkugelschale

S: a4yt +22=1, 2>0

und das Vektorfeld

. (1—2x)z
F=|(1-y)x
(1-2)y

beide im Satz von Stokes auftretenden Integrale.

Aufgabe 2.5.2:
Berechnen Sie fiir das Vektorfeld g = (72, yz,22?)" moglichst einfach das Integral

//rotg~nd0,
S

wobel die Flache S

a) die Halbkugel z = \/a® — 22 — y2,

b) die Wendelfliche x = rcost, y =rsint, z = ht/(2r), 0 <t <7/2, 0 <r < a ist.

Aufgabe 2.5.3:
Gegeben ist das Vektorfeld
yIn(1 + 2%)
F= y arctan o2
In(2 + cos? 2)

a) Berechnen Sie das Arbeitsintegral von F lings des positiv orientierten Kreises K : 2 +
2
y: =4, 2 =3.

b) Bestimmen Sie den Flufl von rot F durch den Kreis K : 22 + y> <4, z =0 nach oben.
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c) Bestimmen Sie mit Hilfe des Satzes von Stokes den Flufl von rot F durch den Zylinder-
mantel S : 22 +y? =4, 0 < z < 3 nach auflen.

Aufgabe 2.5.4:
Gegeben ist das Vektorfeld
y - sin(mx)
F=|(z—1)-exp(z)
yz
und das Flachenstiick
S:z=1-2%,0<y<1,2>0.

a) Beschreiben Sie S und die Randkurve C. Aus wieviel glatten Teilstiicken besteht C7
Geben Sie Parameterdarstellungen fiir die Kurvenstiicke an, aus denen sich C' zusammen-
setzt.

b) Berechnen Sie den Normalenvektor 7 von S mit positiver z-Komponente als Funktion von
zZ.

c) Berechnen Sie mit Hilfe des Satzes von Stokes das Fliachenintegral
/ (rot F > -dS .
s

Aufgabe 2.5.5:
[ustrieren Sie die Séatze von Green, Gaufl und Stokes fiir eine Halbkugel

K:2?+y*+22<1, 2>0

und das Vektorfeld

Aufgabe 2.5.6:
[lustrieren Sie die Integralsidtze von Gaufl, Green und Stokes fiir die Halbkugel

K: x2+y2+22§1, z>0
und die Felder
222y + xy?

U=zy, W=2>+zy, F= %y
0

2.5.9 Interaktive Aufgaben

Interaktive Aufgabe 2.5.1:
Berechnen Sie die Rotation des Vektorfeldes

f = ((xy)1+2’ O’ Z(1+xy))t, x’y’ z Z 0
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sowie mit Hilfe des Satzes von Stokes den Fluss von rot f durch den im positiven Oktanten

liegenden Teil der Kugeloberfliche
Sxt 4yt + A =1, x,y,z > 0;

in Richtung der &uleren Kugelnormale.

b

>y
[ N
T

Losung:
Die Rotation des Vektorfeldes lautet

keine Angabe (),

(l'hl( )20+ In(y) (y) V) — yIn 2212, —a(zy)*(1 ‘1“379)) O
(xln( 2029 In(zy) (vy) '+ — yln(z2)20F2Y), —x(xy)z(1+z)) O

(
(zyIn(2)zCT) In(z)(wy) = — yzY) —z(zyz)*(1+2)) O
Fluss = |

Als Dezimalzahl auf drei Nachkommastellen gerundet angeben.
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Kapitel 3

Potentialtheorie

3.1 Skalares Potential

3.1.1 Potential eines Gradientenfeldes

Ist
F =gradU,

so bezeichnet man U als Potential des Vektorfeldes F. Fiir ein solches Gradientenfeld ist das
Arbeitsintegral wegunabhéngig und kann als Potentialdifferenz berechnet werden. Fiir jeden
Weg

C: t—r7(t), te]a,b

von A : @ = 7(a) nach B : b = 7(b) gilt
/ﬁ-df: U(B) —U(A),
C

wobei in Anlehnung an die Schreibweise einer Stammfunktion fiir U(B) — U(A) auch [U]5
geschrieben wird.
Insbesondere ist [ F - dif = 0 fiir geschlossene Wege C.

c

Beweis:

Definiert man ¢ (t) = U((t)) so gilt nach dem Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung

b

U(B) - U(4) = 60) - v(a) = [ o0 ds

und nach der Kettenregel ist

Damit folgt

71
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Beispiel:
Als Beispiel wird das Vektorfeld

und die Wege
Cr: A(t) = ( o ) tefo,m/2,
CQI Fg(t):(lat), tE[O,l],

Cy - @(t):(?), telo,1]

betrachtet.

Ch

O Cy 1

Fiir das Arbeitsintegral von (1,0) nach (0, 1) entlang C; erhélt man

/2 /2
F.dr = C(.)St A st dt = —2sintcostdt
—sint cost
1 0 0
= [cos® t]g/Q =1,

und entlang Cs + Cf3

1

o JOR) () () ()

0

Co+C3 0
1
= /—1dt: [—t]p = —1
0
Verwendet man das Potential .
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von F, so erhilt man fiir beliebige Wege C' zwischen den Punkten (1,0) und (0,1) ebenfalls

- 1 1
/Fqﬁ:U@n—U@m:—§—§:—L
C

3.1.2 Potential eines radialen Feldes

Fiir ein radialsymmetrisches Skalarfeld

Ulz,y,z) = ¢(r)
gilt
gradU =’ ¢, .

Deshalb besitzt ein radiales Vektorfeld F = fé, immer ein Potential. Man muss lediglich die
Stammfunktion von f bilden.
Beispielsweise ist fiir das Gravitationsfeld mit f(r) = —yr~2, d. h.

ﬁ('I?va) - _77’_257“;

durch U = 4r~! ein Potential definiert. .
Um von einem Punkt P aus das Gravitationsfeld zu verlassen, muss damit die Arbeit

aim_y/ldl =/ Ipl = —v/1P

aufgewendet werden. Setzt man dies zur kinetischen Energie (m/2)v? in Beziehung, so wird bei
einem antriebslosen Flug eine Startgeschwindigkeit

2y

V=] —=
m|p]

benotigt.

3.1.3 Existenz eines Potentials

Fiir ein stetiges Vektorfeld F auf einem Gebiet D existiert ein Potential U genau dann, wenn
das Arbeitsintegral wegunabhéngig ist. In diesem Fall ist

U(P) =U(P,) +/ﬁ-df

Cp

wobei Cp : t — 7(t) eine beliebige in D verlaufende Kurve ist, die einen fest gewédhlten Punkt
Py € D mit P verbindet. Insbesondere ist U bis auf eine Konstante (den Wert U(F,)) eindeutig
bestimmt.
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Beweis:

Die Notwendigkeit der Wegunabhéangigkeit folgt aus

/gradU-df’: UQ)—U(P)

fiir jede die Punkte P und @) verbindende Kurve C.
Dass die Wegunabhéngigkeit hinreichend ist, ergibt sich aus folgender Uberlegung.

Da D offen ist, gibt es zu einem Punkt P einen Wert h > 0 so, dass fiir ¢ = p+ heé; die gesamte
Strecke S = P(Q in D enthalten ist.

Aufgrund der Wegunabhéngigkeit des Arbeitsintegrals kann man nun fiir den Wert U(Q) den
Weg Cp zu P mit der Strecke S ergénzen. Dann ergibt sich fiir die Potentialdifferenz

U(Q)—U(P):/F-df+/ﬁ-df—/ﬁ-dfz/ﬁ-df.
Cp S Cp S

Mit der Parametrisierung
S:7(t) =p+te;,t €[0,h]

1st
h

h
/ﬁ.df:/ﬁ(ﬁ+t§i)'@dt=/ﬂ(ﬁ+ta)dt~
5 0 0

Der Mittelwertsatz der Integralrechnung liefert
h
/E(ﬁ+ te;)dt = hFy(p+ 7€), T€[0,h].
0
Fiir die i-te Komponente des Gradienten folgt also

. Up+he;) —U(p
8,~U(P):}ll1£r(1) ( h) 2 h—0 h

Somit ist U tatsichlich ein Potential fiir F.
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Beispiel:

Zu bestimmen ist das Potential des ebenen Vektorfelds

= sin y
Flo) = (v ).

Als festen Punkt Py, wahlen wir den Ursprung, und als Kurve von O nach P die direkte Ver-
bindung

Cp F(t):<p1t), telo,1].

pat

Fiir die Potentialfunktion U erhalten wir dann

U(P) = /ﬁ-dfz 0/1 ( p;i?gs?(ﬁt) ) ' ( ii ) “

P
1

= /p1 sin(pat) 4 p1pat cos(pat) dt = [p1t sin(pgt)](l) = pysinpy .
0

3.1.4 Integrabilititsbedingung
Fiir ein stetig differenzierbares Vektorfeld F auf einer offenen Menge D ist
rot F = 0

notwendig fiir die Existenz eines Potentials. Ist D einfach zusammenhéngend, so ist die Wir-
belfreiheit ebenfalls hinreichend.

Beweis:

Die Notwendigkeit folgt unmittelbar aus der Vertauschbarkeit der partiellen Ableitungen. Ist
F = grad U so folgt

Ist D einfach zusammenhéngend, so berandet jede geschlossene Kurve C' eine Fliche S in D.

Der Satz von Stokes
/ﬁ-dfz//rotﬁ-dgz(]
c s

impliziert damit die Wegunabhéngigkeit.

Beispiel:

Fiir ein lineares Feld

ist
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Ein Potential existiert also genau dann, wenn A symmetrisch ist und ist in diesem Fall durch
1
U= A7
2

gegeben.

Beispiel:
Differenziert man das Skalarfeld
U = arctan(y/z) = ¢,

so erhélt man
—y
F =gradU = ( 22 ty? ) =r%,.
22 +y?
Bis auf die Singularitat im Ursprung erfiillt dieses Feld die Integrabilitdtsbedingung:

—(@®+y*) +20°  (2° +yP) — 227

OyFy — OpFy = (22 + y2)2 (22 + y2)2

=0.

Dennoch ist das Arbeitsintegral auf einem Kreis K um den Ursprung nicht Null:

2
/ﬁ-d?:/( —smt).(—smt ) df — 9r
cost cost
K 0

Obwohl F = grad U gilt, existiert kein Potential. Dies liegt an der Singularitdt im Ursprung.
Das Gebiet, auf dem die Integrabilitdtsbedingungen erfiillt sind ist, ist nicht einfach zusam-
menhéngend. Die Problematik wird auch klar, wenn man beriicksichtigt, dass die Funktion
U = ¢ auf einem Kreisring um den Ursprung nicht stetig definiert werden kann.

Natiirlich existiert ein Potential (ndmlich U = ) auf jeder einfach zusammenhéngenden Menge,
die den Ursprung nicht enthélt.

3.1.5 Konstruktion eines Potentials

Besitzt ein Vektorfeld F ein Potential U , so kann dieses durch sukzessive Integration konstruiert
werden. Bilden einer Stammfunktion bzgl. der ersten Variablen liefert

Ulx,y,z) = /Fmdx =Ui(z,y,2) + Ci(y, 2) .
Nun folgt aus F, = 0,U = 9,U; + 9,C}
Cily.2) = [ (F, = ,U1) dy = Ualy.2) + Ca(2)
und schlieBlich aus F, = 0,U = 0,U; + 0,Us + 0,04
Csy(z) = /(FZ — 0,Uy — 0.Us) dz = Us(z) + c.

Insgesamt ergibt sich

U(l’,y,Z) = Ul(xayvz) + UQ(ya Z) + U3<Z) +c.
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Beweis:

Die Integrabilitéitsbedingung rot F=0 garantiert, dass F,, — 0,U; nicht von z und F, —0,U; —
0,Uy weder von x noch von y abhéngt, die Definitionen von U, und Us also gerechtfertigt sind.
Es ist namlich

Oz (Fy — 0,Uh) = 0, F, — 0,0,Uy = 0, F, — 0, F, =0.
Analog gilt
O (F, — 0,Uy — 0,Us) = O, F, — 0,0,Uy — 0,0,Uy = 0, F, — 0, F, —0=0,

und

0,(F, — 8,Uy — 0.Us) = 0,F, — 8.0, (Uy + Us) = 0,F, — 9,F, = 0.

Beispiel:

Es wird das Potential U des Vektorfeldes

20 + 3z —yz
F= -2y —xz
24 3x — 2y

gesucht.
Integration von F}, nach x liefert

/Fmd:c:/2x+3z—yzdx:g:2+3xz—xy,z;+6’1(y,z).

-~

Ut (z,y,2)

Fiir die Integration nach y erhélt man

/Fy—ﬁyUldy:/—Zy—xz+xzdy: —* +Cs(2),
——

UQ(yvz)

und nach der Integration nach z schliefflich

/FZ—(?ZUl—(9ZU2dz:/2+3.¢E—xy—3x—l—xydz: 2z +c.
Us(z)

Somit ergibt sich fiir das Potential
Uz,y,2) =U(z,y,2) + Us(y, 2) + Us(2) + ¢ = 2* + 32z —xyz —y* + 22 +c

mit ¢ € R.
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Beispiel:

Fiir das Vektorfeld

- 2r + azr’y
F:<x3+4y3 ), OKER

st
rot F = 322 — az?.

Damit das Feld ein Potential besitzt, muss also a = 3 gelten.
Aus

0,U = F, = 2z + 322y

folgt
U=a*+ 2%y + Ci(y),

und die zweite Bedingung 0,U = F), liefert
2+ Ci(y) =2° +4y° = Ci(y) = y' +c.

Damit ergibt sich insgesamt U = 22 + 2%y + y* + ¢ als Potentialfunktion fiir F , o = 3.

3.1.6 Hakenintegral

Berechnet man ein Potential U eines Vektorfeldes F'(z,y,z) = grad U mit Hilfe des Arbeits-
integrals, so kann aufgrund der Wegunabhéngigkeit des Arbeitsintegrals ein Weg von P nach
@ gewahlt werden, der parallel zu den Koordinatenachsen verlauft. Wahlt man den Weg, der
zunéchst parallel zur x-, dann parallel zur y- und zuletzt parallel zur z-Achse verlauft, ergibt
sich fiir das Potential das Hakenintegral

q1 q2 q3

U(Q) = U(P) + / Fo(, payps) do + / Fy (a1, y,ps) dy + / Fulange, =) d=

p1 p2 p3

25

15

Durch Permutation der Koordinaten ergeben sich noch 5 weitere mogliche Hakenintegrale.
Man wahlt daraus dasjenige aus, bei dem die Integranden moglichst einfach werden. Meist ist
es giinstig fiir P den Ursprung zu wéhlen.
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Beispiel:
Fiir das Vektorfeld
. 20 + 3z —yz
F= -2y —xz
243z —xy

und den Potentialwert U(O) = 0 im Ursprung ergibt das Hakenintegral

p1 b2 p3

U<P) = U(O)+/Fx($,0,0)dl'+/Fy(p1,y,0) dy+/Fz(plap27Z)dZ
0 0 0
p1 p2 p3
= /250d56+/—2ydy+/2+3p1—plpzdz
0 0 0

= p?—pi—2p3+ 3pips — Pipaps -

3.1.7 Aufgaben

Aufgabe 3.1.1:
Bestimmen Sie fiir die Vektorfelder
y+z r—2 wy

(22 + 22,22, 27 + 2y2)*, ( , ]
z z 4

t

t
) , (rsinyz,ycosyz, —sinyz)

den Definitionsbereich und eine Potentialfunktion, falls diese existiert.

Aufgabe 3.1.2:
Bestimmen Sie die Potentialfunktion fiir die Vektorfelder

!x+y|‘1(z) ! (w‘+y)‘2< _ym) :

falls diese existiert.

Aufgabe 3.1.3:
Gegeben sei das Vektorfeld
sin z
F (x,y,2) = 2z
x cos z + y?

a) Zeigen Sie, dafl rot F = 0, und bestimmen Sie das zugehérige Potential U.
b) Berechnen Sie das Arbeitsintegral entlang des Wegs
t

C: 7(¢) = (cos g, sing, ), 0< ¢ <2m,

sowohl direkt als auch mit Hilfe des in Teil a) bestimmten Potentials.
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Aufgabe 3.1.4:

a) Fir welches o« € R besitzt das Vektorfeld

N axy exp (—(x2 + 2y2))
F= <(1 — 4y?) exp (—(2* + 2y2)))

ein Potential U und wie ist dessen Form?

b) Bestimmen Sie die Maxima und Minima von U.

c) Berechnen Sie das Arbeitsintegral von F léngs der Kurve
2 .92 s
r=1"sin2t, y=sin"t, O§t§§

fiir den in a) ermittelten Wert von a. Gibt es einen Weg C' mit [, Fdi =17

Aufgabe 3.1.5:
Gegeben seien die fiir R? \ {0} definierten Vektorfelder

(. 9) —y+3z z+3y\" d
x, = , un
g1\, y 22 + 42 " a2 + 2

r r\ t
go(z,y) = (me)ye) mit r = /2% + 2.

r r

a) Berechnen Sie jeweils das Kurvenintegral entlang des gegen den Uhrzeiger orientierten
Einheitskreises.

b) Besitzen die Vektorfelder im Rechteck 1 <z < 2,1 <y < 2 eine Potentialfunktion?

c) Besitzen die Vektorfelder in R?\ {0} eine Potentialfunktion? Berechnen Sie diese gegebe-
nenfalls.

Aufgabe 3.1.6:
Gegeben ist das Kraftfeld
22 + 5y + 3yz
F = dx + 3\zz — 2
(A4 2)zy — 4z

Fiir welches \ besitzt dieses Feld ein Potential? Wie gross ist in diesem Fall die Arbeit léngs
der Schraubenlinie
acost
r=| asint | (0<t<2m)?
Dy

Versuchen Sie spéter, die Arbeit auch fiir andere A zu berechnen.
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3.1.8 Interaktive Aufgaben

Interaktive Aufgabe 3.1.1:
Berechnen Sie fiir das Vektorfeld

f = (—4xy, 6y — ax® — 2*, —2yz)"

das Arbeitsintegral iiber den Weg (v/2,t,t%) von P = (0,0,0) nach Q = (1,1,1).
Fiir welches a besitzt f eine Potentialfunktion ¢? Bestimmen Sie ¢ und alle Punkte R, die von
P in dem Feld grad ¢ ohne Arbeit erreichbar sind.
Losung:
Arbeitsintegral = | |+ | la + | |a?
@ existiert fira = |
playz)=y( C_J* +[_Jy* +[_]° +
CJoy +[ Joz +[ Jye +
Je +[_ vy +[_1= )
Die Punkte R liegen in der
keine Angabe (), zy-Ebene (), zz-Ebene (), yz-Ebene O
oder auf dem Paraboloid 3y = | | 22+ | | 22
Alle Eingaben als ganze Zahlen.

Interaktive Aufgabe 3.1.2:

Gegeben ist das Vektorfeld
2z

1+ y?

(1+y?)?

a) Bestimmen Sie @ = a* so, dafi das Vektorfeld f ein Potential ¢ besitzt und bestimmen
Sie dieses. Wihlen Sie dabei die Integrationskonstante C so, dafi ¢(0,0) = 0.

b) Die Aquipotentiallinien
Ke:={(z,y) : p(z,y) = c}

sind Kegelschnitte. Bestimmen Sie den Typ von K. (Ellipse, Parabel usw.) in
Abhéngigkeit vom Parameter ¢ > 0.

Losung:

a) o =]
]

Das Potential ¢ ist damit: p(x,y) = (| 2+ v?) /(] H y?).

b) Der Typ des Kegelschnittes in den angegebenen Bereichen ist:

c=0: keine Angabe (), Punkt (), zwei parallele Geraden (), Hyperbel (), Ellipse (.
0<c<l: keine Angabe (), Punkt (), zwei parallele Geraden (), Hyperbel (), Ellipse O.
c=1: keine Angabe (), Punkt (), zwei parallele Geraden (), Hyperbel (), Ellipse ().
c>1: keine Angabe (), Punkt (), zwei parallele Geraden (), Hyperbel (), Ellipse (.
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3.2 Vektorpotential

3.2.1 Vektorpotential
Ist das Vektorfeld F' als Rotation eines anderen Vektorfeldes A darstellbar,

ﬁ:rot/T,

so wird A als Vektorpotential von F bezeichnet.

Beispiel:

Aus der Identitét . . .
rot(UG) = Urot G + (gradU) x G

erhalt man fir

—

U=i-7, G=T7

wegen rot 7 = 0
rot ((@-7)r)=axr.

Also ist A = (@ - 7) 7 ein Vektorpotential fiir das Feld F = @ x 7.

3.2.2 Existenz eines Vektorpotentials

Auf einem einfach zusammenhéngenden Gebiet D besitzt ein stetig differenzierbares Vektorfeld
F' genau dann ein Vektorpotential A, wenn F' quellenfrei ist:

JA: F=rotAedivF =0

auf D.

Das Vektorpotential ist bis auf ein Gradientenfeld eines beliebigen Skalarfeldes U eindeutig

bestimmt: L . .
B=A+gradU = rot B=rot A.

Wihlt man U als Losung der Poisson-Gleichung
—AU =divA

so ist div B = 0, d.h. man erhélt ein quellenfreies Vektorpotential. Eine solche spezielle Wahl
wird als Eichung des Vektorpotentials bezeichnet.

Beweis:
Die Notwendigkeit der Quellenfreiheit folgt unmittelbar aus
div (rot ff) =0
fiir ein beliebiges Vektorfeld A
Gilt B - B
F =rotA=rotB,

so ist A — B rotationsfrei und besitzt also ein skalares Potential U.
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3.2.3 Konstruktion eines Vektorpotentials

Fiir ein quellenfreies, stetig differenzierbares Vektorfeld F , 1laf3t sich durch

0
[ E(&,y,2) dé — [ Fu(wo,y,C) dC

14): ) 20
- f Fy(£7y7 Z) d£

ein Vektorpotential definieren, wenn die Integranden an den entsprechenden Punkten definiert
sind. Dies ist zum Beispiel der Fall fiir einen Elementarbereich der Form

by < y < by
aly) < z < ey
a1(y,z) < x < as(y,=2)

Analoge Formeln erhélt man durch zyklisches Vertauschen der Variablen:

)
_sz(xaU73>d77

Yo

A= 0
Yy T
f Fw(x7naz) d77 - f Fy(£7y072) d£
Yo xo
oder
z Yy
[ Fy(z,y,)dC — [ F.(x,m,2) dn
5 20 Yo
A= z
0
Beweis:
Fiir
0
| FREw - R0
A p—
_ny(Svyaz) dg
ist

20

0, [ Fy(6.y.2)de — 0. [ Fu(é,y,2)d€ + 0. [ Fu(wo,y.C) dC
vot 4 — 0 [ Fy(€.y, =) de

a:Jc f Fz(€7y7 Z) d£ - awaiﬂ<x07y7<) dC

20
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Da F stetig differenzierbar ist, kann das Differenzieren und Integrieren vertauscht werden und
es ergibt sich

. - fayFy(gayaZ) dg - faze(fa?J,Z) d€+Fx(x07yv Z)
tA=| 7o

0 Fy(I,y,Z)

F.(z,y,2)

Da F' quellenfrei ist gilt 0, F, + 0,F, + 0.F, = 0. Die beiden Integrale im ersten Eintrag lassen
sich also durch das Integral iiber 0, F, ersetzen und der letzte Summand hebt den Wert an der
unteren Grenze auf.

Beispiel:

Es soll ein Vektorpotential zu dem Vektorfeld

asz — asy
F=axr=1\| ayx — a1z
a1y — ax

bestimmt werden. Da div F' = 0+0+0 ist existiert ein solches Vektorpotential A. Als Basispunkt
(20, Yo, 20) wird der Ursprung gewiahlt. Es ist

/Fz(x, y,z)de = /aly — apx dr = a 2y — ar®/2
0 0
/Fz(O,y, 2)dz = /agz —azydz = a2 /2 — asyz
0 0
/Fy(x,y, 2)dr = /agx —ayzdr = azr? /2 — ayxz
0 0

und damit

0
A= ajzy+ asyz — (22 + 2%)ay/2
azr?/2 — ajxz

Dieses Vektorpotential weist nicht mehr die Symmetrie des Vektorfeldes auf. Dies liegt an der
unsymmetrischen Konstruktionsweise. Ein symmetrisches Vektorpotential fiir F' ist

a2y — a1y2/2
A= | azyz — asz?/2
a1rz — azr?/2
3.2.4 Vektorpotential eines zweidimensionalen Feldes

Fiir ein quellenfreies zweidimensionales Feld

ren-(5)
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ist fiir G = (—F,, F,)"
rotG =divF =0.

Das Feld G besitzt also ein skalares Potential U. Es gilt ebenfalls

0 0,U F,
rot | 0 | = 0U |=|F |,
U 0 0

also ist (0,0,U)" ist ein Vektorpotential fiir F'. Bei zweidimensionalen Feldern kénnen also zur
Konstruktion von Vektorpotentialen die Methoden fiir skalare Potentiale verwendet werden.

3.2.5 Aufgaben

Aufgabe 3.2.1:
Welche linearen Felder F' = A7 sind wirbel- und quellenfrei? Bestimmen Sie das Potential und
das Vektorpotential.

Aufgabe 3.2.2:
Bestimmen Sie zu dem Magnetfeld H(x,y, z) = (x,0, —z — 3)* ein zugehoriges Vektorpotential
A. Berechnen Sie den Flufl von H durch die Fliche

1
S:z:i(x2+y2), 0<2<3,

sowohl direkt als auch mit Hilfe des Stokes’schen Satzes.

3.3 Hauptsatz

3.3.1 Poisson-Gleichung im Raum

Eine quadratintegrierbare Losung der Poisson-Gleichung
—AU =q

besitzt die Integraldarstellung

09 (] 10

Dabei mufl vorausgesetzt werden, daf§ |¢(7)| fiir » — oo geniigend schnell abfillt, um die
Konvergenz des Integrals zu gewéhrleisten. Hinreichend ist beispielsweise, dass

o) < = i

3.3.2 Hauptsatz der Vektoranalysis

Ein stetig differenzierbares Vektorfeld F mit

()] =0(1/r?), r— oo,
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148t sich in einen wirbel- und einen quellenfreien Anteil zerlegen:
e — - —
F=G+H:rotG=0,divH =0.

Dabei ist
— — —
G =gradU, H =rot A,

und die Potentiale lassen sich durch Losen der Poissongleichungen
— —
AU =div ', —AA=rotF

bestimmen.

Beweis:

Man definiert zunéchst des Skalarpotential U durch Losen der Poissongleichung AU = div F
und setzt G = grad U. Dann ist

- =
div(FF — G)=0.

— - = —

Fir H = F — G existiert also ein Vektorpotential A, wobei nach Addition eines geeigneten
—

Gradientenfeldes div A = 0 angenommen werden kann. Somit gilt

— — — — —
rot F' =rot(rot A) = graddiv A —AA =-AA,

das Vektorpotential erfiillt also ebenfalls eine Poissongleichung.

Beispiel:

Zerlegt man fiir ein lineares Feld

die Matrix A in der Form

1 t 1 t
A_é(A+A)+§(A—A)J,
S B
SO ist
U:E%SF
2

ein skalares Potential fiir den symmetrischen Anteil:
St =grad U .

Die Multiplikation mit der schiefsymmetrischen Matrix B kann man in der Form

0 —bs b .
Br = bg 0 —b1 r=bxr
—by b 0

schreiben. Also ist . .
G=(b-7)7
ein Vektorpotential fiir Br. Insgesamt folgt
Ar= gradU+rotC_}".
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